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Capitolul 1

Motivatie si introducere

Logica de ordinul I, pe care o vom studia in continuare, este o extensie a logicii
propozitionale, extensie care aduce un plus de expresivitate. Expresivitatea
aditionala este necesara pentru a putea modela anumite afirmatii care nu pot
fi exprimate in logica propozitionala.

In logica propozitionala, nu putem exprima intr-un mod natural urmatoarea
afirmatie: Orice om este muritor.

Pentru a modela o afirmatie in logica propozitionald, identificam intai
propozitiile atomice. Apoi asociem fiecarei propozitii atomice o variabila
propozitionald. Propozitiile atomice sunt propozitiile care nu pot fi impartite
in alte propozitii mai mici, care sa fie conectate intre ele prin conectorii logici
-, A\, V, — si respectiv <.

Observam ca afirmatia Orice om este muritor nu poate fi descompusa
in afirmatii indivizibile legate intre ele prin conectorii logicii propozitionale,
dupa cum este descris mai sus. Asadar, in logica propozitionala, afirmatia
este atomica. Asociem Intregii afirmatii o variabild propozitionald p € A.

Acum sa modelam afirmatia Socrate este om. Evident, acestei a doua
afirmatii trebuie sa 1i asociem o altd variabild propozitionalda q € A. Sa
presupunem ca stim ca p si q sunt adevarate. Formal, stim ca lucram cu o
atribuire 7 : A — B astfel incat 7(p) = 1 si 7(q) = 1. Putem trage concluzia
ca afirmatia Socrate este muritor este adevarata in atribuirea 77

Nu, deoarece afirmatiei Socrate este muritor ar trebui sa 1i asociem o
a treia variabild propozitionala r si nu putem trage nicio concluzie asupra
lui 7(r) din faptul ca 7(p) = 1 si 7(q) = 1. Deci, din semantica logicii
propozitionale, nu putem trage concluzia ca r este adevarata in orice atribuire
in care p si q sunt adevarate, in ciuda faptului ca, daca orice om este muritor
si Socrate este om atunci sigur Socrate este muritor. Aceasta diferenta intre
realitate si modelarea noastra ne indica faptul ca modelarea nu este suficient
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de buna.

Logica de ordinul I aduce, in plus fata de logica propozitionald, notiunea
de cuantificator (existential sau universal) si notiunea de predicat. Cuantifica-
torul universal este notat cu V (de la litera A intoarsd — all in limba engleza),
iar cuantificatorul existential este notat cu 3 (de la litera E intoarsd — ewxists
in limba englezi).

Un predicat este o afirmatie a carei valoare de adevar depinde de zero sau
mai multi parametri. De exemplu, pentru afirmatia de mai sus, vom folosi
doud predicate: 0 si M. Predicatul 0 va fi definit astfel: 0(x) va fi adevarat
cand x este om. Predicatul M(x) este adevarat cand x este muritor. Deoarece
predicatele de mai sus au fiecare cate un singur argument/parametru, ele se
numesc predicate unare. Predicatele generalizeaza variabilele propozitionale
prin faptul ca pot primi argumente. De fapt, variabilele propozitionale pot fi
vazute ca predicate fara argumente.

Astfel, afirmatia orice om este muritor va fi modelatd prin formula

(vx.(0(x) = M(x))),

care este citita astfel: pentru orice x, dacd O de x, atunci M de x. Afirmatia
Socrate este om va fi modelata prin formula 0(s), unde s este o constanta
prin care intelegem Socrate, la fel cum prin constanta 0 ne referim la numarul
natural zero. De exemplu, 0(s) este adevarat (deoarece s denotd un om), dar
0(l) este fals dacd, spre exemplu, | este o constantd care tine locul catelului
Labus.

Afirmatia Socrate este muritor va fi reprezentata prin M(s) (deoarece con-
stanta s se referd la Socrate). Afirmatia M(s) este adeviratd deoarece Socrate
este muritor; la fel si afirmatia M(I) este adevarata.

Vom vedea cd in logica de ordinul I, formula M(s) este consecintd a for-
mulelor (Vx.(0(x) — M(x))) si respectiv 0(s). In acest sens, logica de ordinul
I este suficient de expresiva pentru a explica din punct de vedere teoretic
rationamentul prin care putem deduce ca Socrate este muritor din faptul ca
Orice om este muritor si din faptul ca Socrate este om.
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Capitolul 2

Structuri si signaturi

Cu siguranta ati intalnit deja mai multe formule din logica de ordinul I, fara sa
stiti neaparat ca aveti de a face cu logica de ordinul I. Fie urmatoare formula:

o= (Vx.(Vy.(x <y—Iz(x<zAz<L Y)))>

Formula foloseste un simbol < caruia 1i corespunde un predicat binar <
(adica o relatie binard) definit astfel: <(x,y) este adevarat dacd x este mai
mic strict decat y. Pentru multe predicate binare (inclusiv pentru <), pentru
a simplifica scrierea, folosim notatia infixatd (z < y) in loc de notatia prefixata
(<(z,9))-

Este formula ¢ de mai sus adevarata? Formula afirma ca intre orice doua
valori ale variabilelor x,y existd o a treia valoare, a variabilei z. Formula
este adevaratd daca domeniul variabilelor x,y,z este R, dar este falsd daca
domeniul este N (intre orice doud numere reale exista un al treilea, dar intre
dou& numere naturale consecutive nu existd niciun alt numaér natural).

In general, formulele de ordinul I se refera la o anumita structura matem-
aticd.

Definitia 1 (Structura matematica). O structurd matematica este un triplet
S = (D, Pred, Fun), unde:

e D este o multime nevida numitd domeniu;
e fiecare P € Pred este predicat (de o aritate oarecare) peste multimea D;

e fiecare f € Fun este functie (de o aritate oarecare) peste multimea D.
Tata cateva exemple de structuri matematice:

7
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1. (N, {<v =}, {+v 0,1});
Domeniul structurii este multimea numerelor naturale. Structura contine
doua predicate: < si =, ambele de aritate 2. Predicatul < este predi-
catul mai mic pe numere naturale, iar predicatul = este predicatul de
egalitate a numerelor naturale.
Functia binard + : N> — N este functia de adunare a numerelor natu-
rale, iar structura contine si constantele 0 € N si 1 € N.

2. (R7 {<7 :}7 {+a -0, 1});

Aceasta structura contine doud predicate binare, < si =, precum si
patru functii peste R: functia binara +, functia unara — si constantele
0,1 eR.

3. (Za {<7 :}a {+7 ) 07 1})a
Aceasta structura este similaré cu structura precedenta, dar domeniul
este multimea numerelor intregi.

4. (B,0,{-,+,7});

Aceasta structura este o algebra booleana, unde domeniul este multimea
valorilor de adevar, iar functiile sunt cele cunoscute din prima jumatate
a semestrului. Astfel de structuri, fara niciun predicat, se numesc struc-
turi algebrice.

5. (R, {<},0).
Aceasta structura contine doar un predicat de aritate 2 (relatia mai mic
peste R) si nicio functie. Structurile care nu contin functii se numesc
structuri relationale. Structurile relationale cu domeniul finit se mai
numesc baze de date relationale si se studiaza in anul 2.

Cand avem o formula de ordinul I si dorim s 1i evaluam valoarea de
adevar, trebuie sa fixam structura in care lucram. Revenind la formula de
mai devreme:

0= (‘v’x.(‘v’y.(x <y—=dz(x<zAz< Y)))>v

avem cd aceastd formuld este adevirata in structura (R, {<,=},{+,—,0,1})
(intre orice doud numere reale distincte exista cel putin un numér real) dar
este falsd in structura (Z,{<,=},{+,—,0,1}) (deoarece nu intre orice doua
numere Intregi putem gasi un alt numar intreg — de exemplu intre doud nu-
mere Intregi consecutive nu existd niciun intreg). In primul caz, domeniul
variabilelor x, v,z este R si simbolului < ii corespunde predicatul <C R2, In
al doilea caz, domeniul variabilelor x, v,z este Z si simbolului < ii corespunde
predicatul <C Z2.
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Este posibil ca doua structuri diferite sa aiba un set de predicate si de
functii cu acelasi nume. De exemplu, chiar structurile de mai devreme,
(R,{<,=},{+,—,0,1}) si respectiv (Z,{<,=},{+,—,0,1}). Desi predicatul
< C R? este diferit de predicatul < C Z2, ele au acelasi nume: <.

In general, in Matematica si in Informatica, nu facem diferenta intre un
predicat si numele lui, respectiv intre o functie si numele functiei, dar in
Logica diferenta este extrem de importanta. In particular, daca ne referim la
numele unei functii vom folosi sintagma simbol functional, iar daca ne referim
la numele unui predicat vom folosi sintagma simbol predicativ. De ce este
importanta diferenta dintre un simbol predicativ si un predicat? Deoarece
vom avea (ne)voie si asociem simbolului predicativ diverse predicate, analog
modului in care unei variabile intr-un limbaj de programare imperativ ii putem
asocia diverse valori.

Cand ne intereseaza doar numele functiilor si predicatelor (nu si functiile
si respectiv predicatele in sine), vom utiliza signaturi:

Definitia 2 (Signaturd). O signaturd X este un tuplu ¥ = (P, F) unde
P este o multime de simboluri predicative si F este o multime de simboluri
functionale. Fiecare simbol s (predicativ sau functional) are asociat un numadr
natural pe care il vom numi aritatea simbolului si il vom nota cu ar(s).

Unei signaturi ii putem asocia mai multe structuri:

Definitia 3 (X-structuri). Daca ¥ = (P,F) este o signaturd, o X-structurd
este orice structura S = (D, Pred, Fun) astfel incat fiecarui simbol predicativ
(sau functional) i corespunde in mod unic un predicat (respectiv, o functie).

Exemplul 4. Fie ¥ = ({P,Q},{f,i,a,b}) unde P,Q sunt simboluri predicative
de aritate ar(P) = ar(Q) = 2 si f,i,2a,b sunt simboluri functionale cu aritdtile:
ar(f) =2, ar(i) =1 si ar(a) = ar(b) = 0.

Avem ca (R, {<,=},{+,—,0,1}) si respectiv (Z,{<,=},{+,—,0,1}) sunt
Y-structuri.

Observatie. Dupa cum se poate observa si in Exemplul pentru simboluri
predicative (e.g., P, Q) vom wutiliza o culoare diferitd fatd de culoarea sim-
bolurilor functionale (e.g., f,i,a,b). Pentru predicatele si functiile din struc-
turi vom utiliza fontul obisnuit pentru formule matematice.

De retinut!
Structura = domeniu + predicate 4+ functii
Signatura = simboluri predicative + simboluri functionale
Unei signaturi ¥ 1i putem asocia mai multe structuri, numite -
structuri.
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Notatie. Multimea simbolurilor predicative dintr-o X-structura de aritate n
este notatd cu Py, = {P | ar(P) = n}, iar multimea simbolurilor functionale
de aritate n este notatd cu F, = {f | ar(f) = n}. Pentru cazul particular

n = 0, Fo reprezintd multimea simbolurilor constante (simboluri functionale
de aritate 0).
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Capitolul 3

Sintaxa logicii de ordinul I

In acest capitol vom prezenta sintaxa formulelor din logica cu predicate de
ordinul I. Pentru logica de ordinul I limbajul (multimea de siruri de simboluri)
este determinat de alegerea unei signaturi X. Practic, exista mai multe limbaje
de ordinul I, cate un limbaj pentru fiecare signatura .

In continuare, vom presupune fixat4 o signatura Y cu simboluri predicative
P si simboluri functionale F.

3.1 Alfabetul

Ca si formulele din logica propozitionala, formulele din logica de ordinul I
sunt siruri de simboluri peste un anumit alfabet. Spre deosebire de logica
propozitionala, alfabetul este mai bogat si contine urmatoarele simboluri:

1. conectori logict deja cunoscuti: =, A, V, —, <>, L, precum si doi cuan-
tificatori: ¥V, 3;

2. wvariabile: vom fixa o multime infinit numarabila de variabile, notata
X ={xy,z,¥,y,x1,2",...} (a nu se confunda cu multimea variabilelor
propozitionale din logica propozitionala; sunt doua notiuni fundamental
diferite si din acest motiv utiliz&m altd culoare pentru a le reprezenta);

3. simboluri auxiliare: (, ), ., ,, (, ), si ;
4. simboluri suplimentare, care sunt specifice fiecirei signaturi ¥ = (P, F)
in parte: simbolurile functionale din multimea F si respectiv simbolurile

predicative din multimea P.

11
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3.2 Termen

Definitia 5. Multimea termenilor, T, este cea mai micd multime care satis-
face urmadtoarele proprietati:

1. Fo C T (orice simbol constant este termen);
2. X C T (orice variabild este termen);

3. daca f € F, (cun>0)sity,...,t, € T, atunci f(tq,..., t,) €T (un
simbol functional de aritate n aplicat unui numar de exact n termeni
este termen).

Observatie. Deoarece definitia multimii termenilor depinde de ¥ = (P, F),
elementele multimii T se mai numesc X-termeni.

Practic, termenii se construiesc aplicand simboluri functionale peste sim-
boluri constante si variabile.

Exemplul 6. Fie signatura ¥ = ({P,Q},{f,i,a,b}) definitd in Ezemplul [,
unde ar(P) = ar(Q) = 2, ar(f) = 2, ar(i) = 1, ar(a) = ar(b) = 0. Iata
cdteva exemple de termeni: a, b, x, y, x1, v/, i(a), i(x), i(i(a)), i(i(x)), f(a,b),
i(f(a,b)), f(f(x,a),f(y,y)).

Exercitiul 7. Identificati in lista de mai jos L-termenii:

1. i(i(x));

S B N R I
©
)

a(i(x)).
Termenii (sau, In mod echivalent, termii), sunt notati cu t, s, t1, t2, s1,t/,

etc. Desi termenii sunt scrigi in mod uzual ca un sir de simboluri, ei au asociat
un arbore de sintaxa abstracta definit dupa cum urmeaza:

1. dacd t = ¢ si ¢ € Fy, atunci arb(t) = @
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2. dacd t = x si x € X, atunci arb(t) = @

3. dacit = f(t1,....ty) si f € F, (n>0), t1,...,t, € T, atunci

arb(t) =

arb(ty) e arb(ty,).

Observatie. Desi formal termenii sunt definiti ca fiind siruri de simboluri
peste alfabetul descris mai sus, acestia trebuie intelesi ca fiind arbori. De
altfel, in orice software care lucreazd cu termeni, aceastia sunt memorati sub
forma de arbori cu radacing. Iata arborele atasat termenului f(f(a,i(b)),x):

Exercitiul 8. Calculati arborii de sintaxd pentru termenii din Exemplul [6

arb(f(f(a.i(b)).x)) =

3.3 Formule atomice

Definitia 9 (Formula atomica). O formuld atomica este orice sir de simboluri
de forma P(t1,...,tn), unde P € P, este un simbol predicativ de aritate
n >0, iarty,...,t, €T sunt termeni. Daca n =0, scriem P in loc de P().

Exemplul 10. Continuind Ezemplul[d, folosim signatura
Y =({p,q},{f,i,a,b}),

unde ar(P) = ar(Q) =2, ar(f) =2, ar(i) = 1, ar(a) = ar(b) = 0.
lata cateva exemple de formule atomice: P(a,b), P(x,v), Q(i(i(x)), f(x.x)),

Q(a, b), P(f(f(a.i(x))b), m).

Exercitiul 11. Ezplicati de ce P(a), P, i(i(x)) nu sunt formule atomice peste
signatura din Exemplul [10
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3.4 Formule de ordinul 1

Definitia 12 (Formule de ordinul I). Multimea formulelor de ordinul I, notata
LPI, este cea mai mica mulfime astfel incat:

1. (cazul de bazd) orice formuld atomica este formuld (adica P(t1,...,t,) €
LPI pentru orice simbol predicativ P € P, si orice termeni ti,...,t, €

7";
2. (cazurile inductive) pentru orice formule ¢, 1,2 € LPL, pentru orice
variabila x € X, avem ca:
(a) —p1 € LPL;
(b) (b1 A p2) € LPL;
(¢) (p1V ¢2) € LPL;
(d) (1 — p2) € LPL;
() (¢1 <> ¢2) € LPL;
(f) (Vz.@) € LPL;
(9) (3z.p) € LPL

Observatie. In Deﬁnizﬁia regasim conectorii logici —, \,V, — si respectiv
> din logica propozitionald. Locul variabilelor propozitionale (deocamdatd, la
nivel sintactic) este luat de simbolurile predicative de aritate 0. Constructiile
(Vz.p) si (3x.) sunt noi.

Exemplul 13. Continudnd E’:I:emplul@ folosim signatura X = ({P,Q}, {f,1,a,b}),
unde ar(P) = ar(Q) = 2, ar(f) =2, ar(i) = 1 si ar(a) = ar(b) = 0.
lata cateva exemple de formule din logica de ordinul I:

1. P(a,b);

Q(a;b);

P(a,%);

—P(a,b);

(P(a, b) A —Q(a, b));
(P(a,b) V =Q(%,v));
(P(a; b) = P(a, b));

o NS T e

((P(a,b) = P(a, b)) «> (P(a; b) — P(a, b)));
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9. (Yx.P(a,x));

10. (Elx.ﬂQ(x, y)) .

Definitia 14 (Arborele de sintaxd abstractd asociat formulelor din LPT).
Formulele au asociat un arbore de sintaxa abstracta definit in cele ce urmeaza:

1. dacd o = P(t1,...,tn), atunci arb(p /?\

arb(ty) arb(ty);
2. dacd p = —p1, atunci arb(p) =
arb(p1);

3. dacd o = (o1 A p2), atunci arb(p) = /%

arb(pr) arb(ipz2);
4. dacd ¢ = (p1 V p2), atunci arb(p) = A

arb(ip1) arb(ip2);
5. dacd o = (v1 — ¢2), atunci arb(p) = ﬂ

arb(1) arb(p2);
6. dacd ¢ = (p1 <> @2), atunci arb(p) = ﬂ

arb(e1) arb(p2);
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arb(‘)ol);

7. daca ¢ = (Vx.p1), atunci arb(p) =

8. daca ¢ = (Fx.p1), atunci arb(p) =

arb(pr).

Exercitiul 15. Calculati arborele de sintaxd asociat formulelor din Ezem-

plul[13

3.5 Paranteze

Parantezele ( si ) sunt folosite pentru a marca ordinea efectuarii operatiilor
logice (si, sau, not, etc.) In continuare, vom renunta la parantezele care nu
sunt necesare, la fel ca in cazul logicii propozitionale: daca o formula poate fi
interpretata ca un arbore de sintaxa abstracta in doua sau mai multe moduri,
se vor folosi paranteze pentru a stabili arborele dorit.

De exemplu, 1 V @3 A ¢35 ar putea fi inteleasa ca ((p1 V @2) A p3) sau ca
(v1 V (g2 A ¢3)). Pentru a evita scrierea formulelor cu prea multe paranteze,
se stabilesc prioritati. Ordinea prioritatii operatorilor este:

J—7 ) /\7 \/7 ) vav 37

unde — este cel mai prioritar, iar 3 este cel mai putin prioritar. Pentru
a evita situatiile de ambiguitate (i.e., atunci cand existd mai multe moduri
de a construi arborele de sintaxd), este recomandatd folosirea de paranteze
suplimentare.

Datorita prioritatii conectorilor logici, formula P(a,a) V P(b,b) A P(a,b)
va fi intotdeauna inteleasa ca (P(a,a) V (P(b,b) A P(a,c))) (deoarece A este
prioritar fatd de V). Ca analogie, la fel se Intampla si in cazul aritmeticii:
14 2% 3 va fi inteles ca 1+ (2 x 3), deoarece x are prioritate in fata lui 4+ (x
este similar cu A gi + cu V).

Exercitiul 16. Scrieti formulele din Ezemplul cu cdt mai putine paran-
teze.

In Sectiunea vom detalia modul in care cuantificatorii interactioneaza
cu ceilalti conectori logici. Vom vedea ca pentru cuantificatori avem niste
reguli suplimentare in afara de prioritati.
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3.6 Modelarea in LPI a afirmatiilor din limba
romana

In aceastd sectiune vom explica care este signatura folosita pentru a modela
in logica de ordinul intai afirmatiile: Orice om este muritor, Socrate este om
si respectiv Socrate este muritor.

In primul rand, identificim predicatele din text. Avem dou# predicate
unare este om si respectiv este muritor. Alegem simbolul predicativ 0 pentru
primul predicat si simbolul predicativ M pentru al doilea predicat. De aseme-
nea, In text avem si o constantd: Socrate. Alegem simbolul functional s de
aritate 0 pentru aceasta constanta. Asadar, pentru a modela afirmatiile de
mai sus, vom lucra cu signatura

¥ = ({o,u},{s}),

unde 0 si M sunt simboluri predicative de aritate ar(0) = ar(M) = 1, iar s este
un simbol functional de aritate ar(s) = 0, adica un simbol constant.
Afirmatia orice om este muritor va i modelata prin formula de ordinul 1

(¥x.(0(x) = 1(x))),

al carei arbore de sintaxa abstracta este:

arb((Vx.(D(x) —)M(x)))) =
0 ™

Afirmatia Socrate este om o vom modela prin formula atomica 0(s), iar
afirmatia Socrate este muritor o vom modela prin formula atomicd M(s).

Pentru signatura ¥ = ({0, M}, {s}) stabilitd mai sus, existd mai multe %-
structuri posibile. Un exemplu este structura S = (D, {09,145}, {s5}) definita
astfel:

1. D este multimea tuturor fiintelor de pe Pamant;
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2. 0%(x) este adevirat pentru orice fiinti = care este si om;

3. M¥(x) este adevarat pentru orice fiintd 2 (toate elementele domeniului
sunt muritoare);

4. s este Socrate (Socrate, fiind o fiintd, apartine multimii D).

Anticipand putin (vom discuta despre semantica formulelor de ordinul I
in Capitolul , toate cele trei formule discutate in aceasta sectiune, adica
(Vx.(0(x) = M(x))), 0(s) si respectiv M(s), sunt adevarate in structura S
definita mai sus. De fapt, calitatea rationamentului orice om este muritor;
Socrate este om; deci: Socrate este muritor este data de faptul ca formula
M(s) este In mod necesar adeviratd in orice structura in care formulele 0(s)
si (Wx.(0(x) — M(x))) sunt adevarate, nu doar in structura S de mai sus.

3.7 Modelarea in LPI a afirmatiilor despre ar-
itmetica

Fie signatura ¥ = ({<,=},{+, —,0,1}), unde < si = sunt simboluri predica-
tive de aritate 2, + este simbol functional de aritate 2, — este simbol functional
de aritate 1, iar 0 si 1 sunt simboluri constante. Iata cateva formule care fac
parte din limbajul de ordinul I asociat signaturii 3:

1. (Vx.(Vy-(<(X7Y) — Jz.(< (%, 2) A <(Zay)))));
2. (Ve (W (Fe(=(+(x ) 2)))) );

3. (Ve (<029 V =(0,));

4, (vx Jy.(=(x, j>))));

5. =(+(x,y),2).

De multe ori, in cazul simbolurilor predicative si simbolurilor functionale
binare, se foloseste notatia infixata (e.g., x<y in loc de <(x,y)). In acest caz,
putem scrie formulele de mai sus in felul urmaétor:

1. (‘v’x.(‘V’y.(x <y—Tz(x<zAz < y))))7
2. (VX.(Vy.(EIz.(X +y= z))))’
3. (¥ (0 <xV0=x);
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4. (‘v’x.(EIy.(x = *(W)))Q
S, X +y=z

Doua dintre Y-structurile posibile sunt S; = (R, {<,=},{+,—,0,1}) si
Sy = (Z,{<,=},{+,—,0,1}), unde predicatele si functiile sunt cele cunoscute
de la matematica (cu precizarea ci — este functia minus unar).

Anticipand cursul urmaétor referitor la semantica formulelor de ordinul I,
prima formuld este falsd in Sy si adevarata in S;. A doua formula si a patra
formula sunt adevarate atat in S7 cat si in Sy. A treia formula este falsa atét
in S cat siin Ss. Valoarea de adevar a celei de-a cincea formule nu depinde
doar de structura in care evaluam formula, ci si de valorile variabilelor x, v, z.
Deoarece variabilele x,y,z nu apar cuantificate in formula numaéarul 5, acestea
se numesc libere. Formula 5 este satisfiabila atat in structura S; cét si in
structura Ss, deoarece in ambele cazuri exista valori pentru variabilele x,y, z
care s8 facd formula adevaratd (e.g. valorile 1,2, 3 pentru x, y si respectiv z).

3.8 Variabilele unei formule

Cu vars(y) notam variabilele care apar in formula . De exemplu, vom avea
cd vars((Vz.(P(x,v)))) = {% v,z}. Definim functia vars : LPI — 2% in cele
ce urmeaza.

In primul rand, definim o functie vars : T — 2% (atentie, domeniul este
T) ca fiind functia care asociazd unui termen (din multimea 7) multimea
variabilelor care apar in acel termen. Toate definitiile care urmeaza vor fi
definitii inductive, care oglindesc definitiile sintactice corespunzatoare. Le
vom denumi simplu definitii recursive, fara a mai preciza explicit cazurile
de bazd sau pe cele inductive. Amintim ci 2% denotd multimea tuturor
submultimilor lui X. Totodatd, amintim ca pentru o signatura fixatda X,
notam cu P,, multimea simbolurilor predicative de aritate n din ¥, iar cu F,
multimea simbolurilor functionale de aritate n din X.

Definitia 17. Functia vars: T — 2% este definitd recursiv dupd cum urmeaza:

1. wvars(c) , dacd c € Fy este un simbol constant;

=0
2. vars(z) = {z}, dacd x € X este o variabild;

3. wvars(f(ty,..., tn)) = Uieq,....ny vars(ts).
Putem acum defini (inductiv, prin imbricare) functia extinsd si notatd

omonim, vars : LPI — 2%, care asociaza unei formule din LPI multimea de
variabile ale formulei (adicd, variabilele care apar in formuld):
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Definitia 18. Functia vars : LPI — 2% este definitd recursiv dupd cum
urmeaza:

1.

2
3
4
5.
o
7.
8

vars(P(ty, .. otn)) = Useqr, ny vars(ts);

. vars(—p) = vars(p);

. vars((p1 A p2)) = vars(e1) U vars(psz);

vars((p1 — w2)) = vars(pr) U vars(es);

(
(
(

- vars((p1 V p2)) = vars(p1) U vars(p2);
(

. vars((p1 <> w2)) = vars(pr) U vars(ps);
(

vars (Vx.(p)) = vars(p) U {z};

. vars((Fz.p)) = vars(p) U {z}.

Sa observam ca variabila x este adaugata corespunzator in multimea de
variabile care se construieste chiar daca ea apare doar imediat dupa sim-
bolurile 3 sau V.

Exemplul 19. Fie formula ¢:

((Vx.(P(x, y) A Ely.(P(z,f(x.y)) A P(x, y)))) A P(x, ><)>

Avem vars(p) = {x,v, z}.
Exercitiul 20. Fie signatura ™ = ({P,Q}, {f,i,a,b}), unde ar(P) = ar(Q) = 2,

ar(f)

=2, ar(i) = 1, ar(a) = ar(b) = 0. Calculati vars(p) pentru fiecare

formula ¢ de mai jos:

10.

P(xy);

Q(a,b);

P(a,x);

—P(x,2);

(P(x,x) A =Q(x,2));

(P(x,b) V =Q(z,y));

((P(x,b) = P(x,2)) <> (P(x,b) — P(a,2)));
(Vx.P(a,x));

(Fx.=Q(x,v));

((Elx.—'Q(x, y)) A (‘v’y.P(y, x))) )
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3.9 Domeniul de vizibilitate al unui cuantifica-
tor - analogie cu limbajele de programare

Intr-un limbaj de programare, putem declara mai multe variabile cu acelasi
nume. De exemplu, in C, putem avea urmatorul cod:

/*x 1:x/ int £QO

/% 2%/ {

/* 3:x/ int s = 0;

/¥ 4:x/ for (int x = 1; x <= 10; ++x) {
/* Bix/ for (int y = 1; y <= 10; ++y) {
/* 6:%/ S += X *x y * z;

/* T:x/ for (int x = 1; x <= 10; ++x) {
/* 8:x/ S += X *x y x z;

/% 9:x/ }

/* 10:%/ }

/* 11:x/ }

/*x 12:%/ return s;

/* 13:x/ }

In acest fragment de cod, sunt declarate trei variabile, doua dintre vari-
abile avand acelasi nume, si anume x. Domeniul de vizibilitate al variabilei
x declarate la linia 4 este dat de liniile 4 — 11, iar domeniul de vizibilitate al
variabile x declarata la linia 7 este dat de liniile 7 — 9. Astfel, orice aparitie a
numelui x Intre liniile 7 — 9 se refera la cea de-a doua declaratie a variabilei,
in timp ce orice aparitie a numelui x intre liniile 4 — 11 (cu exceptia liniilor
7 — 9) se referd la prima declaratie a lui x. De exemplu, aparitia lui x de la
linia 6 se refera la variabila x declarata la linia 4. Aparitia lui x de la linia 8
se refera la variabila x declarata la linia 7.

Liniile 4 — 11 reprezinta domeniul de vizibilitate al primei declaratii a
variabilei x, iar liniile 7 — 9 reprezinta domeniul de vizibilitate al celei de-a
doua declaratii a variabilei x.

Un fenomen similar se intampla in formulele logicii de ordinul I. De exem-
plu, in formula (‘v’x.(‘v’y.(P(x, y) A P(x,2) A (3x.P(x, y))))), variabila x este
cuantificatd de doud ori (prima datd universal, a doua oard existential). O
cuantificare a unei variabile se numeste legare (engl. binding), din motive
istorice. O legare este similara, din punctul de vedere al domeniului de viz-
ibilitate, cu definirea unei variabile intr-un limbaj de programare.

Astfel, domeniul de vizibilitate Dy al variabilei x cuantificate universal este
(‘v’y.(P(x, y) A P(x,2) A (Ix.P(x, y))))7 in timp ce domeniul de vizibilitate Ds
al variabilei x cuantificate existential este P(x,y):

Partea a Il-a - Logica de ordinul I 21 Note de curs - de listat color



Logica pentru informatica 2024-2025 Universitatea Alexandru Ioan Cuza

D2

(Vx. (Vy.(P(x,¥) AP(x,2) A (3x.P(x,Y)))) )

Dy

Aparitiile unei variabile cuantificate care sunt prezente in domeniul de viz-
ibilitate al acesteia se numesc legate, In timp ce aparitiile din afara domeniului
de vizibilitate se numesc libere.

3.10 Aparitii libere si legate ale variabilelor

In aceast sectiune vom stabili formal conceptul de aparitie/variabild legatd
si de aparitie/variabild libera. Aparitiile libere/legate ale unei variabile in
logica de ordinul I sunt, ca o analogie, similare cu variabilele globale/locale
intr-un limbaj de programare.

Mai departe vom utiliza notiunea de arbore de sintaxa abstracta pentru
formulele din logica de ordinul I.

Definitia 21 (Aparitie liberd). O aparitie liberd a unei variabile x intr-o
formula ¢ este data de un nod in arborele formulei etichetat cu x si care are
proprietatea ca, mergand din nod inspre radacindg, nu intalnim niciun nod
etichetat cu Vx sau cu Jx.

Definitia 22 (Aparitie legatd). O aparitie legatd a unei variabile = intr-o
formula ¢ este data de un nod in arborele formulei etichetat cu x si care are
proprietatea cd, mergand din nod inspre radacindg, intalnim mdcar un nod
etichetat cu Vx sau cu Jzx.

Cel mai apropiat astfel de nod etichetat cu Vr sau cu Jx este cuantificarea
care leaga aparitia in cauzd a variabilei .

Exemplul 23. Consideram in continuare formula
Y= <(V><. (P(x, y) A EIy.(P(z, f(x,y)) A P(x, y)))) A P(x, ><)> .

Arborele de sintaxd abstractd al formulei ¢ este:
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In formula ¢ de mai sus, variabila x are doud aparitii libere. Variabila vy
are o aparitie libera. Variabila z are o aparitie libera. Toate aparitiile libere
ale variabilelor in formula ¢ sunt marcate prin subliniere:

p= <<‘v’><.(P(x,y) A EIy.(P(;,f(x.y)) A P(x, y)))) A P(x, x))

Toate aparitiile legate ale variabilelor in formula ¢ sunt marcate prin dubla
subliniere tn urmdtoarea formuld:

o= ((Vx. (P(éy) A EIy.(P(z, £(x, X)) N P(x, y)))) A P(x,x)).

Observatie. In restul capitolelor vom face o distinctie clard intre aparitiile
(libere sau legate ale) variabilelor intr-o formuld si multimile variabilelor de
acest tip (libere sau legate). Nodurile etichetate cu VY si respectiv 3x nu vor
fi considerate ca desemndnd nici o aparitie liberd, nici o aparitie legatd a lui
x, ci ca fiind simple noduri prin care se fizeazd/denumeste un cuantificator
(sau, prin care se leagd variabila x).
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3.11 Variabile libere si variabile legate

Multimea variabilelor unei formule ¢ care au cel putin o aparitie libera se
noteaza free(p).

Definitia 24. Functia free : LPI — 2% este definitd recusiv in modul urmdtor:
L free(P(t1, .. ) = vars(ty) U .. U vars(t):

2. free(—p) = free(p);

3. free((p1 A @2)) = free(p1) U free(pz);

4. free((¢1 V p2)) = free(p1) U free(2);

5. free((p1 — @2)) = free(p1) U free(p2);

6. free((p1 <> @2)) = free(p1) U free(p2);

7. free((Vz.)) = free() \ {z};

free((Fz.)) = free(p) \ {z}.

Exemplul 25. Pentru formula

&

o= <<Vx. (P(x, y) A Ely.(P(z,f(x,y)) A P(x, y)))) A P(x, x))

avem cd free(yp) = {x,y,z}.
Exercitiul 26. Calculati free(p) pentru fiecare formuld ¢ din Ezercitiul [20

Cu bound(y) notam multimea variabilelor legate intr-o formuld, cu alte
cuvinte multimea acelor variabile x cu proprietatea ca exista in formula cel
putin un nod etichetat cu Vz sau cu Jz.

Definitia 27. Functia bound : LPI — 2% este definitd recursiv astfel:
1. bound(P(t1,....ty)) = 0;
bound(—) = bound(p);

bound((¢1 V p2)) = bound(p1) U bound(ps);

(
(

bound((01 A ¢2)) = bound(gy) U bound(gs);
(

bound((01 — @2)) = bound(p1) U bound(ps);
(

S Svo o e

bound((p1 <> w2)) = bound(y1) U bound(ps);
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7. bound((Vz.¢)) = bound(p) U {z};
8. bound((Jz.p)) = bound(p) U {x}.

Exercitiul 28. Calculati bound(p) pentru fiecare formuld ¢ din Ezzercitiul.

Exercitiul 29. Calculati bound(y), unde

= <(V><.(P(x, y) A Ely.(P(z,f(x.y)) A P(x, y)))) A P(x,x)).

Definitia 30. Variabilele legate ale unei formule ¢ sunt elementele multimii
bound(p).

Definitia 31. Variabilele libere ale unei formule ¢ sunt elementele multimsii

Jree(p).

Observatie. Multimile free(yp) si bound(p) pot avea elemente n comun.

Observatie. O variabila poate avea mai multe aparitii intr-o formula.

Dupa cum am precizat anterior, trebuie facuta diferenta intre o aparitie
libera a unei variabile intr-o formula si o variabila libera a unei formule.
Aparitia libera este indicatd printr-un un nod din arborele formulei, in timp
ce variabila libera este un element al multimii X .

Similar, trebuie facutd diferenta intre o aparitie legata a unei variabile intr-
o formula si o variabila legata a unei formule. Aparitia legata este indicata de
un nod tn arborele formulei, in timp ce variabila este un element al multimii
X.

3.12 Domeniul de vizibilitate si parantetizarea
formulelor

Acum cd am inteles ce este domeniul de vizibilitate a unei variabile legate
(apeland si la arborele formulei), putem clarifica un aspect referitor la ordinea
de prioritate a conectorilor logici (daca privim formula doar ca text/cuvant).
Am stabilit deja ca ordinea de prioritate este =, A, V, —, <>, V, 3, dar cuan-
tificatorii V si 3 interactioneaza intr-un mod mai subtil cu ceilalti conectori
logici. Mai precis, textual, o formula fara paranteze se (re)parantetizeaza ast-
fel incat domeniul de vizibilitate al fiecarui cuantificator sa se extinda cat mai
mult spre dreapta.
De exemplu, formula:

Vx.P(x,x) V =1 3y.P(x,y) A P(x,x)
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se parantezeaza in felul urmator:

(v (PO, ) V =(3- (P, v) AP(,%)))) )-

3.13 Fisa de exercitii

Exercitiul 32. Identificati o structura si o signaturd potrivite pentru afirmatiile
de mai jos si apoi modelati aceste afirmatii ca formule in logica de ordinul I:

Ton este student. Orice student nvata la Logica. Oricine invata la Logica
trece examenul. Orice student este om. Exista un om care nu a trecut exam-
enul. Deci nu toti oamenii sunt studenti.

Exercitiul 33. Fie structura S = (R, {Nat, Int, Prim, Par,>},{+,0,1,2}),
unde Nat, Int, Prim, Par sunt predicate unare cu urmdtoarea semnificatie:

e Nat(u) = u este numar natural;
e Int(u) = u este numar intreg;

e Prim(u) = u este numar prim;
e Par(u) = u este numar par.

Predicatul binar > este relatia “mai mare” peste numere reale. Functia + este
functia de adunare a numerelor reale. Constantele 0,1,2 sunt chiar numerele

0,1,2.
1. Propuneti o signaturd ¥ pentru structura S de mai sus.

2. Modelati urmatoarele afirmatii ca formule de ordinul I in signatura aso-
ciata structurii S de mai sus:

(a) Orice numar natural este si numdr intreg.
(b) Suma oricdror doud numere naturale este numdr natural.

(¢) Oricum am alege un numdr natural, exista un numdr prim care
este mai mare decat numarul respectiv.

(d) Daca orice numar natural este numdr prim, atunci zero este numar
prIm.

(e) Oricum am alege un numdr prim, existd un numdr prim mai mare
decat el.

(f) Suma a doud numere pare este un numdr par.
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(9) Orice numar prim mai mare decdt 2 este impar.
(h) Orice numdr prim poate fi scris ca suma a patru numere prime.

(i) Suma a doud numere pare este un numdr impar.

Exercitiul 34. Dati exemplu de 5 termeni peste signaturile de la Exercitiul[33]
st calculati arborele de sintaxd abstracta al acestor termeni.

Exercitiul 35. Dati exemplu de 5 formule peste signatura de la Exercitiul [33]
st calculati arborele de sintaxd abstractd al acestora.

Exercitiul 36. Calculati arborele de sintaxa abstracta al urmdatoarelor for-
mule (indicatie: puneti paranteze in jurul formulelor, in ordinea de prioritate
a conectorilor):

1. P(x) VP(y) A —P(z);

2. =—P(x) V P(y) = P(x) A =P(2);

3. Vx.Vy.m—=P(x) V P(y) — P(x) A —=P(2);

4. Vx.¥y.==P(x) V P(y) — Ix.P(x) A —P(x);

5. V5 .=Vx.P(x) A Fy.Q(x,y) V —Q(z,2) — 37.P(7).

Exercitiul 37. Marcati aparitiile libere si respectiv aparitiile legate ale vari-
abilelor in formulele de mai jos:

1. 1 = (Yx.P(x,x) AP(x,y)) AP(x,2);
2. 3 = (Vx.P(f(x,%),1(x)) A Jy.(P(x,y) A P(x,2))).

Exercitiul 38. Identificati domeniul de vizibilitate, pentru fiecare cuantifica-
tor, in formulele 1 si o date in Ezercitiul [37

Exercitiul 39. Gasiti variabilele, variabilele libere si respectiv variabilele
legate ale formulelor @1 si o date in Exercitiul [37

Exercitiul 40. Fie A = {p,q,r,...} multimea variabilelor propozitionale.
Vom considera signatura Ypp = (A, (), unde variabilele propozitionale din A
sunt simboluri predicative de aritate 0.

1. Demonstrati ca pentru orice formuld ¢ € LP avem ¢ € LPI (peste
signatura Xpp).

2. Demonstrati ca pentru orice formuld fard cuantificator: o € LPI peste
signatura Ypp, avem cd @ € LP.
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Capitolul 4

Semantica formulelor
logicii de ordinul I

Sintaxa logicii de ordinul I explica care sunt, din punct de vedere sintactic,
formulele logicii de ordinul I. Semantica logicii de ordinul I se refera la intelesul
formulelor. Semantica unei formule (sau intelesul formulei) va fi o valoare de
adevar. Ca si la logica propozitionala, in general, valoarea de adevar a unei
formule depinde nu doar de formula, ci si de structura in care evaluam formula.

Reamintim ca o signaturda ¥ = (P,F) este o pereche formata dintr-o
multime de simboluri predicative P si o multime de simboluri functionale F.
Fiecare simbol are atasat un numar natural numit aritatea simbolului.

In acest capitol vom utiliza signatura ¥ = ({P},{f,i,e}), unde P este
simbol predicativ de aritate 2, iar f,i si e sunt simboluri functionale de aritate
2, 1 si respectiv 0. Altfel spus, Py = {P},P; =0, Py = 0, F2 = {f}, F1 = {i}
si Fo = {e}.

Reamintim si ca, dacd ¥ = (P,F) este o signaturd, prin X-structurd
intelegem orice tuplu S = (D, Pred, Fun) cu proprietatea ci:

1. D este o multime nevida numita domeniul structurii S

2. pentru fiecare simbol predicativ P € P existi un predicat P° € Pred
de aritate corespunzatoare;

3. pentru fiecare simbol functional f € F exista o functie f* € Fun de
aritate corespunzatoare.

Exemplul 41. Mai jos avem cateva exemple de X-structuri:
1. 5 = (Z, {:}7 {+v ) O});
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= [R* {=}{x,- 7" 1});
(N, {=}{+,5,0});

4. Sa= (N, {<}, {+,5,0});
(Z A<} {+, = 0}).

Structura Sy are domeniul Z (multimea numerelor intregi), predicatul aso-
ciat simbolului predicativ P este = (predicatul de egalitate pentru numere
intregi), functia + este functia de adunare a numerelor intregi asociatd sim-
bolului functional f, — este functia minus unar asociatda simbolului functional
i, tar simbolul constant e are asociatd constanta 0.

Structura Sy are domeniul R* (multimea numerelor reale strict pozitive),
predicatul asociat simbolului predicativ P este = (predicatul de egalitate pentru
numere reale pozitive), functia X este functia de inmultire a numerelor reale
asociatd simbolului functional f, -~' este functia unard asociatd simbolului

3. 83 =

5. 8 =

. . . . .
functional i care calculeazd inversul unui numdr real (e.g. 5! = 5 dar
1 -1
o = 10), dar simbolul constant e are asociata constanta 1.

Structura Ss are domeniul N (multimea numerelor naturale), predicatul
asociat simbolului predicativ P este = (predicatul de egalitate pentru numere
naturale), functia + este functia de adunare a numerelor naturale asociatd
stmbolulut functional f, s este functia succesor (care asociazd unui numdr nat-
ural urmdtorul numdr natural — e.g., s(7) = 8) asociata simbolului functional
i, 1ar stmbolul constant e are asociata constanta 0.

Structura Sy are domeniul N (multimea numerelor naturale), predicatul
asociat simbolului predicativ P este < (relatia mal mic peste numere natu-
rale), functia + este functia de adunare a numerelor naturale asociatd sim-
bolului functional f, s este functia succesor (care asociazd unui numdr natural
urmatorul numdr natural — e.g., s(7) = 8) asociatd simbolului functional i,
tar simbolul constant e are asociata constanta 0.

Structura Sy este similard cu S, doar cd simbolul predicativ P are asociatd
relatta mai mic in loc de egal.

Folosind notatiile de mai sus, avem cd P5* = <, 92 = x, jar e = 0.

4.1 Atribuiri

Asemanator cu logica propozitionald, pentru a obtine valoarea de adevar a
unei formule intr-o structura, trebuie s& pornim cu fixarea unor valori concrete
pentru simbolurile sintactice din alfabetul peste care este construita formula.
In cazul de fati, incepem cu variabilele.
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Definitia 42 (Atribuire). Fie ¥ o signaturd si S o L-structurd cu domeniul
D. Se numeste S-atribuire orice functie

a: X — D.
Exemplul 43. Functia o1 : X — 7, definitd ca mai jos, este o Sy-atribuire:
1. ai(x)
2. ay(x2)
o (x3)

4. ai(x) =0 pentru orice x € X\ {x1,%2,x3}.

Exemplul 44. Functia as : X — Z, definita ca mai jos, este o Si-atribuire:

x) = 0 pentru orice x € X \ {x1,x2,%3}.

Observatie. Atentie! A nu se confunda notiunea de atribuire din Log-
ica de Ordinul I cu notiunea de atribuire de valori de adevar din Logica
Propozitionald.

Acum, avand la dispozitie o atribuire «, putem calcula valoarea unui ter-
men Intr-o asemenea atribuire. Pentru aceasta, vom folosi de fapt extensia
lui «, notata @,

a:T — D,
data in definitia care urmeaza.

Definitia 45 (Valoarea unui termen intr-o atribuire). Ddndu-se o S-atribuire
a st un termen t € T peste signatura X, valoarea termenului ¢ in atribuirea
a este un element al domeniului D notat cu @(t) si calculat recursiv astfel:

1. a(c) = ¢ dacd c € Fy (i.e., c este un simbol constant);
2. a(z) = a(x) daca x € X (i.e., x este o variabild);

3. a(f(tr,.... tn)) = f3@ty),...,a(t,)) dacd f € F, este un simbol
functional de aritate n, iar t1,...,t, sunt termeni.
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Exemplul 46. Continudnd Ezemplul [{3, unde oy este o Sy-atribuire, avem:
ai(f(ikxa).e)) = ap (i) +an(e)
= —(@1(x1)) + e
= —(1(x1)) +0
= —-5+0
= —5.

Asadar, valoarea termenului f(i(x1),e) in atribuirea ay este —5.

Observatie. Intuitia este ca atribuirile asociaza variabilelor libere dintr-o
formula valori din domeniul structurii.

In punctul in care o variabild este legata in formuld, valoarea variabilei
este umbritd (engl. shadows) de o noud valoare in domeniul de vizibilitate al
variabilei legate. Aceastd schimbare a valorii se face prin intermediul operatiei
de actualizare a unei atribuiri, definitd masi jos.

Definitia 47 (Actualizarea unei atribuiri). Ddndu-se o atribuire o, o vari-
abild x € X si un element u € D, notdm cu o[z — u] o noud atribuire, care
coincide cu «, exceptand valoarea variabilei x, care devine acum u:
alr—u]: X = D, a.i
1. (afz — u))(z) = u;
2. (afz = u])(y) = aly), pentru orice y € X \ {z}.

Exemplul 48. De exemplu, atribuirea aq[x; — 6] este exact atribuirea ag
definita in exemplele de mai sus. Valoarea termenului f(i(x1),e) in atribuirea
aq[x1 — 6], notatd cu aq[x; — 6](f(i(x1),e)), este — 6.

Exercitiul 49. Calculati valorile de mai jos:
1. = 10](f(i(x1), e));
2. anfo = 10](F(i0x1). €));
3. aqglxo — 10][x; — 10](f(i(x1),e)).

4.2 Valoarea de adevar a unei formule de or-
dinul 1

In acest moment avem ingredientele pentru a defini formal valoarea de adevar
a unei formule de ordinul I, construita peste o signatura Y. Aceasta valoare
se poate calcula doar intr-o Y-structura .S, cu ajutorul unei S-atribuiri c.
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Notatiile folosite sunt similare cu cele pentru logica propozitionala. Astfel,
notam faptul ca o formula ¢ este adevarata intr-o structura S cu o atribure
a prin S, a = ¢. Faptul cd o formuld ¢ nu este adevaratd intr-o structurd S
cu o atribuire « se noteaza cu S, a = .

Notatia S, « = ¢ se mai citeste S satisface ¢ cu atribuirea o, iar S, o = ¢
se mai citeste S nu satisface @ cu atribuirea o.

Definitia 50. Faptul cd o structura S satisface o formuld ¢ cu o anumita
atribuire o (echivalent, ¢ este adevdratd in structura S cu atribuirea o) se
defineste inductiv astfel (prima linie din enumerarea care urmeazd desemneazd
cazul de baza, restul reprezentind cazurile inductive):

1. S;a = P(ty, ... ty) ddacd P5(@(ty),...,a(ts));
2. 8 a | ¢ ddacd S, o = ;

3. S,a | (o1 A @2) ddacd S,a = 1 si S, a = v

4. S,al= (01 V@2) ddacd S,a = @1 sau S, a = pa;
5. S,a | (p1 — v2) ddacd S,a b= 1 sau S, = o

6. S,a = (1 <> @2) ddaca (1) atit S,a = 1, cit si S, a = @2, sau (2)
S,a e @1 51 S, o

7. S,a | (3x.@) ddacd existd u € D astfel incdat S, o[z — u] = ¢;
8. S,a = (Vr.p) ddacd pentru orice u € D, avem cd S, afx — u] = .
Exemplul 51. Vom lucra in continuare peste signatura ¥ = ({P},{f,i,e}),

Y-structura S = (Z,{=},{+,—,0}) definita la inceputul capitolului si S-
atribuirile o, as.

Avem ca
S1,a1 = P(x1,x1)ddaca P (@ (%)), an(x1))
ddaca 071(x1) = 0[71(X1)
ddaca a1(x1) = a1 (x1)

ddaca 5=

Din moment ce 5 = 5, rezultd cd S1,a1 = P(x1,x1), adicd formula P(x1,x1)
este adevarata in structura Sp cu atribuirea aq. Altfel spus, S1 satisface
P(x1,x1) cu atribuirea o .
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Exemplul 52. Continudnd exemplul anterior, avem

Si,a1 EP(x1,x3) ddaca PS5 (@ (), ai(xs))
ddaca ar(x) =a1(x3
ddaca a1 (x1) = ai(x3)
ddaca 5=6.

Din moment ce 5 # 6, rezultd cd S1,a1 = P(x1,x3), adicd formula P(x1,x3)
este falsd in structura S1 cu atribuirea oy Altfel spus S1 nu satisface P(xq, x3)
cu atribuirea o .

Exemplul 53. Continudnd exemplul anterior, avem

S1,a1 E —P(x1,%3) ddacd S1, a1 & P(x1,x3)
ddacd nu P (ag(x,), a1(x3))
ddaca nu oy (x1) = ag(x3)
ddacd ar(x) # ar(xs)
ddacd ai(x1) # o (x3)
ddacd 5# 6.

Din moment ce 5 # 6, rezultd ca S1, a1 |E —P(x1,x3), adicd formula =P (x1, x3)
este adevarata in structura Sy cu atribuirea aq. Altfel spus, S1 satisface
—P(x1,x3) cu atribuirea .

Exemplul 54. Continudnd exemplul anterior, avem

S1ya1 EP(x1,%1) A P (x5, x3) ddaca
S1ya1 EP(x1,x1) 8@ S1,0q | —P(x1,x3) ddaca
cel St ddaca
5=5si57#6.

Din moment ce 5 =15 si 5 # 6, rezultd cd S1,01 = P(x1,x1) A =P(x1,x3).
Exemplul 55. Continuand exemplul anterior, avem
S1,a1 EP(x1,%3) V P(x1,x1) dacd S1, a1 | P(x1,x3) sau S1, a1 = P(x1,x1).

Am stabilit deja ca Si, a1 = P(x1,x3), deci S1,a1 = P(x1,x3) V P(x1,x1)
(chiar dacd Sy, 01 = P(x1,%1)).
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Exemplul 56. Continudnd exemplul anterior, avem

S1,01 = Ix.P(x1,x3) ddaca
existd u € D a.i. Sy, a1[x1 — u] EP(x1,x3) ddacd
existd u € D a.i. P (aq[x1 — u](x1), oq[x1 — u](x3)) ddacd
existd u € D a.i. ai[x — u](x1) = ai[x — u](x3) ddaca
existd u € D a.i. aq[xy — ul(x1) = a1[x3 — u](x3) ddaca
exista uw € D a.i. u = ay(x3) ddacd

exista u € D a.i. u=6.

Din moment ce existd u (putem alege u = 6) a.i. u =6, avem cd S1,a1 =
3X1.P(X1, X3).

Exemplul 57. Continuand ezemplul anterior, avem

Sl,OZl ': VX1.3X3.p(X1, X3) ddaca
pentru orice u € D, avem cd S1,a1[x1 — u] | Ix3.P(x1,x3) ddacd
pt. orice uw € D, exista v € D a.i. S1,01[x1 — ul[xs — v] EP(x1,x3)  ddaca

ddaca

pentru orice u € D, avem ca exista v € D a.i. u=v.

Din moment ce pentru orice numar intreg u, erista un numdr intreq v a.i.
u=wv, avem cd S1, a1 = Vx;.3x3.P(x1, x3).

Exercitiul 58. Ardtati cd S1, 1 | Vx1.3x3.P(x1,1(x3)).

4.3 Satisfiabilitate intr-o structura fixata

Definitia 59 (Satisfiabilitate intr-o structura fixatd). O formuld ¢ este sat-
isfiabila intr-o structura S daca exista o S-atribuire o cu proprietatea cd

S,a k= .

Exemplul 60. Formula P(xi,x3) este satisfiabila in structura Sy, deoarece
existd o atribuire, de exemplu o, cu proprietatea ca Si,an = P(x1,x3).

Exercitiul 61. Ardtati cd formula —P(x1,x1) nu este satisfiabild in structura
Sy (deoarece, pentru orice atribuire o aleasd, avem cd Sy, = —P(x1,%1)).
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4.4 Validitate intr-o structura fixata

Definitia 62 (Validitate intr-o structura fixatd). O formuld ¢ este valida
intr-o structurda S dacd pentru orice S-atribuire a, avem ca

S, a = .

Exemplul 63. Formula P(x1,x3) nu este validd in structura S, deoarece
existd o atribuire, si anume oy, cu propritatea cd Sy, a1 = P(x1,x3).

Exercitiul 64. Ardtati ca formula P(x1,x1) este validd in structura Sy (deoarece
orice atribuire o am alege, S1,a = P(x1,x1) ).

4.5 Satisfiabilitate

Definitia 65 (Satisfiabilitate). O formuld ¢ este satisfiabila dacd exista o
structurd S si o S-atribuire o cu proprietatea ca

S,a k= .

Exemplul 66. Formula —P(x1,x1) este satisfiabild, deoarece existd o struc-
turd (de exemplu Ss) si o Ss-atribuire (de exemplu an ) astfel incdt Ss, 01 =
—P(x1,x%1) (deoarece 5 £ 5).

Sa subliniem faptul ca, deoarece Ss si S1 au acelasi domeniu, atribuirea
oy este atdat o Si-atribuire cat si o Ss-atribuire.

Observatie. O formuld poate s nu fie satisfiabild intr-o structurd fizvatd (de
exemplu —P(x1,x1) nu este satisfiabild in structura S1) si totusi sa fie satisfi-
abild (vezi Exemplul [66 unde aceeasi formuld —P(x1,x1) este satisfiabild).

4.6 Validitate

Definitia 67 (Validitate). O formuld ¢ este validd dacd, pentru orice struc-
tura S si pentru orice S-atribuire o, avem

S,a k= .

Exemplul 68. Formula P(x;,x;) nu este validd, deoarece Ss,aq = P(x1,%1).
Pe de alta parte, formula P(x1,x1) — P(x1,x1) este validd.

Observatie. O formuld poate sd fie valida intr-o structurd fixatd (de exemplu
P(x1,x1) este validd in structura Si) si totusi sd nu fie validd (de exemplu,
P(x1,x1) nu este validd, deoarece S5,y = P(x1,x1)).
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4.7 Consecinta semantica

Definitia 69. O formula ¢ este consecinta semantica a formulelor ¢1, ..., ¢,
intr-o structurd fixata S, notat ¢1,...,¢0n Es ¢, dacd, pentru orice S-
atribuire o pentru care S,a E @1, S;a E 92, ..., S,a E ¢, avem cd
S,a = .

Exemplul 70. Avem cd P(x,y) s, P(y,x), deoarece, pentru orice Si-
atribuire o cu proprietatea cd S1,a = P(x,vy) (adicd a(x) = a(y)), avem
st ca S1,a = P(y,x) (adicd a(y) = a(x)).

Avem ¢d P(x,y) s, P(y,x), deoarece, pentru atribuirea a(x) =5, a(y) =
6, avem cd Ss,a |=P(x,vy) (adica 5 < 6), dar S5, [=P(y,x) (6 £5).

Definitia 71. O formuld ¢ este consecintd semanticd a formulelor o1, ..., pn,
notat @1, ...,on E ¢, dacd

P1,-- P s @
pentru orice structurd S.

Exemplul 72. Avem ca P(x,y) = P(y,x), deoarece exista o structurd (si
anume Ss) astfel incdt P(x,y) Fs, P(y,x).

Exercitiul 73. Aratati ca:
Vx.Vy.Vz.(P(x,y) A P(y,z) = P(X,2)), P(x1,%2),P(x2,x3) = P(x1,x3).

Desigur cd, in cele de mai sus (similar cu logica propozitionald), lista
V1,92, - .., pn denota de fapt o multime avand respectivele elemente.

4.8 Multime consistenta de formule

Definitia 74. O multime de formule I" este consistenta intr-o structura fixata
S dacd existd o S-atribuire « cu proprietatea c¢d S,a = ¢ pentru fiecare
formula p € T'.

Exemplul 75. Avem caT' = {P(x1,%2),P(x0,x1)} este consistentd in Sy: Si
face ambele formule adevdrate cu atribuirea oy .

Aceeasi multime de formule, T' = {P(x1,x2),P(x2,x1)}, nu este consistentd
in Ss: presupunand prin reducere la absurd ca ar exista o atribuire o cu care
S5 sd facd ambele formule din T adevdrate, am avea a(x;) < a(x2) < a(x1),
ceea ce este imposibil.

Definitia 76. O multime de formule I" este consistenta daca exista o structura
S si 0 S-atribuire a cu proprietatea cd S, « = ¢ pentru fiecare formuld ¢ € T.
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Exemplul 77. Avem cd T’ = {P(x1,x2),P(x2,x1)} este consistentd, deoarece
este consistentd in S.
Avem cd T = {P(x1,x2), =P(x1,x2)} nu este consistentd.

Exercitiul 78. Ardtati ca I este inconsistentd.

4.9 Formule echivalente

In diverse contexte, anumite formule pot avea acelasi inteles. De exemplu,
formulele (Vx.P(x,x)) si (Vy.P(y,y)) au acelasi inteles in orice context. Un
alt exemplu de formule cu acelasi inteles este =(Vx.Q(x)) si (Ix.—Q(x)). Vom
numi astfel de formule echivalente.

Anumite formule au acelasi inteles doar pentru o anumita interpretare
a simbolurilor predicative si functionale. De exemplu, daca lucram intr-o
structurd in care simbolul predicativ P este interpretat printr-un predicat
simetric, formulele P(x,y) si respectiv P(y,x) au acelasi inteles. Astfel de
formule se numesc echivalente in structura respectiva.

Acest aspect este surprins de urméatoarele definitii.

Definitia 79. Doua formule o1 € LPI si o € LPI sunt echivalente in struc-
tura S dacd, pentru orice S-atribuire «,

S,a | 1 ddacd S, a = ps.

o . . . o S
Faptul ca o1 si g2 sunt echivalente in structura S se noteazd 1 = pa.

Cu alte cuvinte, doua formule sunt echivalente intr-o anumita structura
S daca, evaluand valoarea de adevar a formulelor in structura .S, obtinem
acelasi rezultat pentru ambele formule (ambele adevarate sau ambele false),
indiferent de atribuirea a cu care lucram.

Exemplul 80. Continuam exemplele din cursurile anterioare. Consideram
signatura 3 = ({P},{f,i,e}) si S-structura S1 = (Z,{=}, {+,—,0}).
s
1. Avem cd P(x,y) = P(y,x). De ce?

Fie o o Sp-atribuire oarecare.

Avem Sy, |=P(x,v) ddacd (prin definitia relatiei =)P5 (a(x), a(y))
ddaca a(x) = a(y)
ddacd ax) = afy)
ddaca (prin simetria relatiei de egalitate) a(y) = a(y)
ddaca a(y) = a(x)
ddaca (prin definitia relatiei =) S1, a = P(y, x).
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Deci, pentru orice Sy-atribuire a, avem: S1,a = P(x,y) ddacd S1,a =

S
P(y,x), care este chiar definitia P(x,y) = P(y,x).

s
2. Avem cd P(x1,%3) 2 P(x2,x3). De ce?

Deoarece ezistd o Sy-atribuire oo : X — Z, definita prin a(x;) = 42, a(x) =
7, a(x3) = 42 (pentru restul variabilelor nu este relevantd valoarea lor in
atribuire) cu proprietatea cd

S1,a = P(x1,x3) (deoarece 42 = 42), dar
S1, b= P(xo,x3) (deoarece 42 # 7).

In cazul in care structura nu este fixata, avem urmatoarea definitie:

Definitia 81. Doua formule 1 € LPI si po € LPI sunt echivalente dacd,
pentru orice structura S si pentru orice S-atribuire o,

S,a | 1 ddacd S, a = ps.
Faptul ca o1 si pa sunt echivalente se noteaza p1 = @a.

Exemplul 82. Continuam exemplul anterior. Avem cd P(x,y) # P(y,x). De
ce?

Deoarece exista o X-structurd si o atribuire in structura respectiva astfel
incat cele douda formule sa ia valori de adevar diferite.

Fie structura S5 = (Z,{<},{+,—,0}) definita in cursul anterior gi Ss-
atribuirea o : X — Z, definita prin ag(x) = 2, a(y) = 3 si ag(z) = 1 pentru
orice z € X\ {x,v}.

Observati ca singura diferenta intre Sy si Sy este faptul ca simbolul predica-
tiv P este interpretat prin predicatul = in S, in timp ce in Sy este interpretat
prin < (relatia mai mic strict peste numere intregi).

Avem Ss,as | P(x,y), deoarece 2 < 3, dar Ss,aq = P(y,x), deoarece
3 £ 2. Deci formulele P(x,y) si P(y,x) nu sunt echivalente (chiar dacd sunt
echivalente in structura Sy).

Exemplul 83. Avem cd (Vx.P(x,2)) = (Vy.P(y,2)). De ce?
Fie S o Y-structura oarecare cu domeniul D si o : X — D o S-atribuire
oarecare. Avem ca
S, a = (Vx.P(x,2)) ddacd
pentru orice u € D, avem S, a[x — u] | P(x,z) ddacd

pentru orice u € D, avem P (afx > u](x), afx — u](z)) ddaca

pentru orice u € D, avem P° u,a(z)) ddaca

pentru orice u € D, avem P (aly — ul(y), aly — u](z)) ddaca

pentru orice u € D, avem S, aly — u] = P(y,2) ddacd
S,a | (Vy.P(y,2)).
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Deci, pentru orice X-structura S, pentru orice S-atribuire o, avem ca
S,a = (Vx.P(x,2)) ddaca S, = (Vy.P(y,z)),

care este chiar definitia faptului ca (Vx.P(x,z2)) = (Vy.P(y,2)).

4.10 Fisa de exercitii

Amintim mai jos structurile din Exemplul [T}

1. S = (Z,{=},{+, —,0});
2. Sy = (R*, {=},{x,-"1,1});
3. S,

= (
= (
= (N, {=},{+,5,0});
4. Sy = (N, {<}, {+,5,0}).
5. 85 = (Z,{<},{+,—,0}).

Aceste structuri vor fi utilizate in exercitiile de mai jos.

Exercitiul 84. Stabiliti daca:

1. S1,a1 EP(x2,%3);

2. 81,01 E —P(x2,x3);

3. S1,a1 E —P(x2,x3) AP(x1,x1);
S1, a1 E Ixs.P(x0yx3);

S1, a1 E Vx0.3x3.P(x2, x3);
S1, a1 E Ix3.Vx0.P(x2, x3);

Sl,OLQ ': VX2.3X3.P(X2, i(Xg)),’

X > o

Exercitiul 85. Gasiti pentru fiecare dintre itemii de mai jos cate o So-
atribuire ag astfel incat:

1. Sy a3 EP(x1,%0);

2. Sy, as = P(f(x1,%2),x3);
8. Sy, a3 = P(f(x1,%2),1(x3));
4. S2,a3 EP(x,€);
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5. 527a3 ': Ely.P(X’ I(y))’
6. Sa, a3 = Vy.3xP(x,i(y)).

Exercitiul 86. Ardtati ca urmatoarele formule sunt valide in So:

1. Vx.3y.P(x,i(y));

2. Vx.P(f(x,e),x);

3. Vx.P(x,i(i(x))).
Exercitiul 87. Ardtati cd formula Vx.3y.P(x,i(y)) nu este valida in Ss.
Exercitiul 88. Gasiti o formuld care sd fie satisfiabild in S1 dar nu in Ss.

Exercitiul 89. Gadsiti o formula fard variabile libere care sd fie satisfiabila
in Ss dar nu in Sy.

Exercitiul 90. Ardtati cd formula Vx.3y.P(x,y) nu este validd.
Exercitiul 91. Ardtati cd formula (Vx.P(x,x)) — Ix2.P(x1,x2) este validd.
Exercitiul 92. Ardtati cd formula Vx.3y.P(y, x) nu este validd.
Exercitiul 93. Ardtati cd formula Vx.—P(x, x) este satisfiabild.

Exercitiul 94. Ardtati ca formula Vx.—P(x,x) A Ix.P(x,x) nu este satisfia-
bild.

Exercitiul 95. In Exercitiul (din Capitolul @ am aratat ca LPL este o
extensie sintacticd a lui LP. Pe scurt, dacd A = {p,q,r,...} este o multime
de variabile propozitionale atunci construim o signatura Spp = {4, 0}, unde
variabilele propozitionale din A sunt simboluri predicative de aritate 0.

Semantica formulelor LPI construite peste signatura Ypp este consistentd
cu semantica formulelor LP. Fie 7 : A — B o atribuire. Fie S = (D,{a® |
a € A},0) o Sip-structurd, unde D este orice multime nenuld si a® = 7(a),
pentru orice a € A.

Demonstrati ca pentru orice ¢ € LIP, avem c¢d 7 = ¢ ddacd S,a = ¢
pentru orice S-atribuire o : X — D.
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Capitolul 5

Deductia naturala

In acest capitol, vom prezenta deductia naturald pentru logica de ordinul I.
Vom defini notiunea de substitutie, vom reaminti cateva dintre notiunile speci-
fice deductiei naturale (discutate in prealabil la logica propozitionald) si vom
prezenta sistemul deductiv extins impreuna cu proprietitile sale (corectitu-
dine si completitudine).

Observatie. Regulile sistemului deductiv al deductiei naturale include regqulile
discutate deja la logica propozitionald. In acest capitol, acestea din urmda sunt
reluate si exemplificate pe formule de ordinul I. Deductia naturala pentru logica
de ordinul I include reguli pentru cuantificatori. Acestea sunt reguli care nu
au fost studiate anterior la logica propozitionald.

5.1 Substitutii

Definitia 96. O substitutie este o functie o : X — T, cu proprietatea cd
o(x) # x pentru un numar finit de variabile v € X.

Definitia 97. Dacdi o : X — T este o substitutie, atunci multimea dom(c) =
{r € X |o(x) # x} se numeste domeniul substitutiei o.

Observatie. Prin definitie, domeniul unei substitutii este o multime finita.

Definitia 98. Dacd o : X — T este o substitutie, atunci extensia unicd
a substitutiei o la multimea termenilor este functia of : T — T, definitd
recursiv astfel:

1. of(x) = o(x), pentru orice x € X;

2. ot(c) = ¢, pentru orice simbol constant ¢ € Foy;
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3. ot (f(ty,..., tn) = flo*(t1),.... o%(tn)), pentru orice simbol functional
f € F, de aritate n € N* si orice termeni t1,...,t, € T.

De regula, substitutiile se noteaza cu o, 7, 09, 71, 0’, etc.

Observatie. Dacd t € T este un termen, atunci o%(t) € T este termenul
obtinut din t prin aplicarea substitutiei o sau termenul obtinut prin aplicarea
subtitutiei o asupra termenului ¢.

Practic, pentru a obtine o¥(t) din ¢, toate aparitile unei variabile z din ¢
sunt inlocuite simultan cu termenul corespunzitor o(z).

Exemplul 99. Fie substitutia o1 : X — T definita astfel:
1. O'l(Xl) = X2,
2. o1(x2) = flx3,%4);
3. o1(x) = x pentru orice x € X \ {x1,x2}.

Fie termenul t = f(f(x1,x0),f(x3,¢e)). Avem ca:

o <t> o (f(fm. %2), f(xa, e))>
= f(Ug (f(xl. ><2)> .O'? (f(X3. e) )

= f(f(ag X1 .oﬁ X2 ).f(ag X3 .U?(e)))

= f(floy|x1 |,o1| %2 |).flo1| %3 ).€))
= f(f(xa,f(x3,%4)),f(x3,€)).

Observati ca prin aplicarea unei substitutii asupra unui termen, se inlocuiesc
(simultan) toate aparitiile variabilelor din domeniul substitutiei cu termenii
asociati acestora.

Notatie. Dacd dom(c) = {z1,...,z,}, atunci substitutia o se mai poate
scrie in felul urmdator:

o={x1 = o(x1),...,2, — o(zpn)}.
Atentie, nu este vorba de o multime, ci doar de o notatie pentru substitutii.
Exemplul 100. Pentru substitutia din Exemplul[99, avem

o1 = {x1 = x0, %0 > f(x3,%4) }.
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Definitia 101. Dacao : X — T este o substitutie si V C X este o submultime
de variabile, atunci restrictia substitutiei o la multimea V' este o noua substitutie
notatd oly : X — T, definitd astfel:

1. olv(z) = o(z) pentru orice x € V;
2. o|ly(x) = x pentru orice x € X \ V.

Exemplul 102. Pentru substitutia din Exemplul@, avem 01|y = {a =
XQ} $i O’1|{X2} = {Xg — f(X3.X4)}.

Practic, prin restrictia unei substitutii la o multime de variabile, se scot
celelalte variabile din domeniul substitutiei.

Definitia 103. Pentru orice substitutie o : X — T, extensia lui o la multimea
formulelor este functia o® : LPI — LPI, definitd astfel:

1. 0”(P(ty,... tn)) = P(o(t1),...,0%(tn));
o’ (mp) = =0’ (9);

" (o1 A 92)) = (0° (1) A’ (92));

o ((p1 V ¢2)) = (o (<p1)V0 (02));

"((p1 = 92)) = (0°(p1)—0"(02));
((p1 > 92)) = (0

o’ ((Va.p)) = (Va.(p’ ()
o’ ((Fw.9)) = (3.0 (¢)

Practic, pentru a obtine formula o () din formula ¢, fiecare aparitie libers
a variabilei z din formula ¢ este inlocuitd cu termenul o(x).

g

b

o 1<—>0( 2));

.%‘\2.039“'.“905"

¢1)
)
), unde p = 0l gom(o) {2}
)

) unde p = U|dom(0)\{x}’

Exemplul 104. Utilizind substitutia din Ezemplul[J9, avem, cd:
ag((vx2.p(x1,x2)) A P(x2,><2)> -
ag((vx2.p(x1,x2)))Aa'; (p(xz,xz)) -
(Vio-01li,y (p(xl,xz)))Ap(aﬁ (X2),a§ (xz)) -
(VxoP(orfy (x1> ol (xz) ) AP(oy (xz) o1 (xz)) -
(FP(@lpay (1) sl oy (42))) A P x0), Flxs, xe)) =
(Vx2-P(0y (x1>,><2)) A P(F(x3,xa), f(x3,x4)) =

(Vx2.P(x2,%2)) A P(f(x3,%4), f(x3,%4)).
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Observatie. Atentie: aparitiile legate ale variabilelor nu sunt inlocuite prin
aplicarea substitutiei! In Exemplul aparitia lut xo in (‘v’xz.P(xl, xz)) este
legata.

Notatie. Conform Notatiei[5.1] pentru substitutiile care au domeniul finit mai
utilizam notatia {x1 — o(x1),...,zn — o(x,)}. De multe ori vom utiliza
substitutii pentru care nu vom mai asocia un nume, deoarece ele sunt foarte
simple avdnd forma: {x — t}. Pentru a exprima faptul cd aplicam aceastd
substitutie unei formule, conform notatiilor noastre, ar trebui sa scriem {x —
t}(p). Insd in literaturd sunt preferate alte notatii pe care le vom utiliza si
noi. O variantd este s scriem o[t/x]. O altd variantd este [z — t]. In acest
document vom prefera ultima notatie, adicd plx — t].

5.2 Secvente
Definitia 105 (Secventd). O secventd este o pereche de formas:

{3017"'7301'7,}'_80’

unde {¢1,...,0n} C LPI este o multime de formule iar ¢ € LPI este o
formula.

Cateodata citim notatia {®1,...,on} F @ sub forma ¢ este consecinta
sintactica din {p1,...,¢n}. De multe ori, vom nota cu I' = {p1,...,0,}
multimea de ipoteze si in acest caz vom scrie secventa ca I' F ¢.

Observatie. Ca si in cazul logicii propozitionale, este permisa scrierea fara
acolade, adicd ¢1,...,0n = @, in loc de {p1,...,0n} b @. Totusi trebuie
sa tinem cont cd in partea stangd a simbolului - este tot timpul o multime.
Aceastd notatie fard acolade ne permite sd scriem @1, ..., on, ¥ = @ in loc de
{1, s on U{Y} F @, ceea ce usureaza citirea secventelor.

Exemplul 106. In multe dintre exemplele din acest material vom lucra cu
o signaturd ¥ = ({P,Q},{a,b,f,g}), unde simbolurile predicative P si Q au
aritate 1, simbolurile functionale f si g au aritate 1, iar simbolurile a si b
sunt constante (de aritate 0).

Exemplul 107. Fie signatura ¥ din Exemplul[106. Iatd cateva ezemple de
secvente:

1. {P(a),Q(a)} F (P(a) A Q(a));
2. {¥x.Q(x),P(2)} F (P(2) A Q(a));
3. {3x.Q(x)} F Q(a).
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Mai tarziu vom vedea cd primele doud secvente de mai sus sunt valide,
tar ultima secventa nu este valida.

Uneori este convenabil sa scriem secventele fara acolade, ca in exemplul
urmator:

Exemplul 108. Secventele din Exemplul[T07 pot fi scrise fird acolade astfel:
1. P(2),0(2) F (P(a) A Q(a));
2. ¥x.0(x),P(a) F (P(a) A Q(a));
3. 3x.Q(x) F Q(a).

5.3 Reguli de inferenta

Definitia 109. O regula de inferenta este un tuplu format din:
1. o multime de secvente Si,...,Sy,, care se numesc ipotezele regulii;
2. o secventd S care se numeste concluzia regulii;
3. o conditie de aplicare a regulii;
4. un nume.

O regula de inferenta se noteaza in felul urmator:

S1 e n o
NUME conditie.

S

Observatie. Regulile de inferenta care au n = 0 ipoteze, se numesc aziome.
De asemenea, conditia de aplicare poate sa lipseasca.

Exemplul 110. Iata cateva exemple de reguli de inferenta pe care le-am
intalnit si la logica propozitionala:

Fl_(pl Fl_(pg . Fl_((pl/\(pg) o F"((pl/\(pg)
1 =, 2 =,
FF(QDl/\QDQ), FFQDl, FFQOQ
Ca si in logica propozitionald, toate cele trei requli de inferentd de mai
sus sunt corecte. Niciuna dintre cele trei requli de mai sus nu are o conditie
atasata. Iata si un exemplu de requld cu n = 0 ipoteze, dar cu o conditie:

IPOTEZA

p1 €T
P1
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Mai jos avem un exemplu de requld de inferentd incorectd (intr-un sens pe
care il vom preciza mai tarziu, dar care poate fi deja intuit):

F'—(pg

REGULA INCORECTA ————————
I'F (o1 A o).

Observatie. Ipotezele requlii de inferenta, precum si concluzia, sunt de fapt
scheme de secvente si nu secvente propriu-zise. Aceste scheme pot fi instantiate,
adicd o reguld de inferentd (prezentald ca mai sus) are mai multe instante,

obtinute prin inlocuirea variabilelor matematice p, ', cu formele concrete.

De exemplu, iatd doud instante ale regulii \i de mai sus:

AP@EIFPE)  {PR).AE}F @)
#(). 0@} PG AE);

A P(2),02),a(b)} - (P(2) A Q) {P(2),Q(2),Q(b)} F P(2)
{P(a),Q(a),Q(b)} F ((P(a) A Q(a)) A P(a)).

In prima instantd, am inlocuit variabila matematica I' cu multimea de
formule {P(2),Q(2)}, variabila matematica ¢ cu formula P(a) si variabila
matematicd ¢’ cu formula Q(a). Ezercitiu: stabiliti singuri cu ce am tnlocuit
fiecare variabild matematicd in cea de-a doua instantd.

Iatd un exemplu de reguld care nu este instantd a requlii Ni (exercitiu:
explicati de ce nu):

, 1P(3),0(@)} FP(a)  {P(a),q(2)} FA(a)
' {P(a),Q(a)} F (P(2) A Q(a));

5.4 Sistem deductiv

Definitia 111. Un sistem deductiv este o multime de reguli de inferenta.

Exemplul 112. Fie sistemul deductiv Dy, format din urmatoarele patru reg-
uli de inferenta:

'k 'k = A
IrorrzA pel i —21 L ne, L (P1 A @2)
FSO’ FF(QOl/\QOQ), FF(pl,
L'k (p1 A g2)
Neg ——8M
I }_ P2.
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5.5 Demonstratie formala

Definitia 113 (Demonstratie formald). O demonstratie formald intr-un sis-
tem deductiv este o lista de secvente

1. 5

2. 5

n. Sp,
cu proprietatea cd fiecare secventa S; este justificata de o requla de inferenta a
sistemului deductiv din secventele anterioare (S1,...,S;—1), in sensul in care
S; este concluzia unei instante a unei requli de inferentd din sistemul deductiv,
requld care foloseste ca ipoteze doar secvente alese dintre Sy, ...,S;_1. In plus,

daca requla de inferenta are conditie, aceasta conditie trebuie sa fie adevdrata.
Sa notam si faptul ca orice prefix al unei demonstratii este tot o demonstratie.

Exemplul 114. Iata un exemplu de demonstratie formala in sistemul Dy
introdus mai sus:

1. {P(a),Q(a)} F P(a); (IPOTEZX )
2. {P(a),Q(a)} F Q(a); (IPOTEZA )
3. {P(a),Q(2)} - (P(a) AQ(2)); (N, 1,2)
4- {P(2),Q(2)} F (A(@) A (P(2) A Q(a))). (N, 2, 3)

Ca st in cazul logicii propozitionale, fiecare linie este adnotatd cu numele
requlii de inferentda aplicate, plus liniile la care se gasesc ipotezele necesare
aplicarii (in aceeasi ordine folosita pentru prezentarea sistemului deductiv).

Observatie. Definitia demonstratiei formale in logica de ordinul intdi este
aceeast ca in cazul logicii propozitionale. Totusi, vom vedea mai tarziu ca pen-
tru aplicarea regulilor de inferentd noi, asociate cuantificatorilor, vom folosi
adnotari suplimentare.

Definitia 115 (Secventa validd). O secventa I' F ¢ este valida intr-un sistem
deductiv D daca exista o demonstratie formald Si,...,S, in D astfel incat
Sn=TF¢.

Exemplul 116. Secventa {P(2),Q(a)} F (P(a) AQ(2)) este validd in sis-

temul deductiv D1 de mai sus, deoarece este ultima secventd din urmdatoarea
demonstratie formala:
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1. {P(2),Q(a)} F P(a); (IPOTEZA)
2. {P(a),Q(a)} F Q(a); (IPOTEZX )
3. {P(2),Q(a)} F (P(a) A Q(a)); (N, 1, 2)

Observatie. Atentie! Nu confundati notiunea de secventa validda intr-un
sistem deductiv cu notiunea de formula valida.

5.6 Deductia naturala

Deductia naturald este un sistem deductiv pentru logica de ordinul I. De fapt,
sistemul deductiv pentru logica de ordinul I include toate regulile de deductie
studiate la logica propozitionala. In plus, pentru logica de ordinul I mai
apar reguli noi, si anume cele de introducere si eliminare a cuantificatorilor.
In aceasti sectiune vom prezenta in detaliu fiecare regula de inferenta care
apartine deductiei naturale in logica de ordinul I.

5.6.1 Regulile pentru conjunctii
Am vazut deja regulile de introducere si de eliminare pentru conectorul “si”:
e Theg I'F(p1 A p2) e L' (o1 A p2)
— 2 —

N Ne
F"((pl/\(pg)7 ! F}_(pl, Fl‘(p2

Regulile de inferenta mimeaza rationamentul uman, bazat in esenta pe o
semantica intuitiva a notiunii de adevar:

1. Regula de introducere a conectorului A ne indica ca putem demonstra
o conjunctie (1 A p2) din ipotezele T' dacd stim deja ci fiecare parte a
conjunctiei, ¢ si respectiv @9, sunt consecinte ale ipotezelor I'.

Cu alte cuvinte, pentru a arata o conjunctie dintr-un set de ipoteze,
este suficient sa stabilim individual ca fiecare parte a conjunctiei este o
consecinta a ipotezelor.

2. Pentru conectorul A avem doua reguli de eliminare. Prima regula de
eliminare a conectorului A ne precizeaza ca daca am stabilit deja ca o
conjunctie (1 A @2) este consecinta unei multimi I" de ipoteze, atunci
si partea stanga a conjunctiei, 1, este consecinta a multimii I".

A doua regula este simetrica fata de prima si ne permite sa concluzionam
ca si partea dreapta a unei conjunctii este consecinta unei multimi de
formule daca si conjunctia este consecinta a aceleiasi multimi de formule.
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Tata un exemplu de demonstratie formala care utilizeaza regulile de inferenta
pentru conectorul A:

1. {(P(a) AQ(2)),¥x.P(x)} F (P(a) A Q(2)); (IPOTEZA)
2. {(P(a) AQ(a)), Vx.P(x)} F Vx.P(x); (IPOTEZA)
3. {(P(a) AQ(a)),Vx.P(x)} F P(a); (Nep, 1)
4. {(P(a) AQ(a)),Yx.P(x)} F (P(a) A Vx.P(x)). (Ai, 3, 2)

5.6.2 Regulile pentru implicatii

Regula de eliminare a implicatiei, numita si modus ponens in latina, este una
dintre cele mai importante reguli de inferenta pe care le aplicam.

er"(@l—ﬂﬂz) I'E
F}_(pg

Regula ne arata ca, presupunand ca am demonstrat (¢1 — ¢2) (din I') si
in plus am demonstrat si p; (tot din I'), atunci putem demonstra @9 (din T').

Tatd un exemplu de demonstratie formala care foloseste regula de eliminare
a implicatiei:

1 {(P(a) = ¥xP(x), (P(2) A Q(2))} F (P(2) A Q(a)); (TroTEzA)
2. {(P(2) = ¥xP()), (P(2) A Q(2))} F P(a); (her, 1)
3. {(P(a) = VxP(x)), (P(2) AQ(2))} F (P(a) = VxP(x));  (IPOTEZK)
4. {(P(a) = Vx.P(x)), (P(2) A Q(a))} F Vx.P(x). (—e, 3, 1)

Aceastd demonstratie arata ca secventa {(P(a) — Vx.P(x)), (P(a) AQ(a))} F
Vx.P(x) este valida, adicd formula Vx.P(x) este o consecintd a multimii de
formule {(P(a) — Vx.P(x)),(P(a) AQ(a))}. Observati ordinea in care apar
liniile 3 si 1 In explicatia liniei 4: urmeaza aceeasi ordine, fixata prin regula
de inferenta.

Exercitiul 117. Ardtati cd sunt valide urmdtoarele secvente:
1. {((P(a) AQ(a)) = Vx.P(x)),P(a),Q(a) } F ¥x.P(x);
2. {(P(a) = ¥x.P(x)),P(a),Q(a)} F (Q(a) A Vx.P(x)).
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Regula de introducere a implicatiei este mai subtila. Pentru a arata ca
o implicatie (@1 — ¢2) decurge din T, presupunem ¢; (in plus fatd de T')
si aratam ,. Regula poate fi scrisd in doud moduri echivalente, care se de-
osebesc doar prin faptul ca prima regula foloseste conventia de notatie refer-
itoare la acoladele din jurul premiselor unei secvente, in timp ce in a doua
regula acoladele care marcheaza multimea apar explicit:

L Lo F w2 L Fu{ei} k2
' (o1 — p2), 't (o1 — p2).

Ceea ce este important de observat si de inteles la regula de introducere a
implicatiei este ca multimea de premise se schimba. Daca in concluzie avem
cd formula (¢1 — o) decurge din T, in ipotezd trebuie sd ardtdm cd s
decurge din premisele I' U {¢1}. Cu alte cuvinte, la modul intuitiv, pentru
a demonstra o implicatie (¢1 — ®2), presupunem antecedentul ¢; si ardtam
consecventul ,.

Exemplul 118. Sa ardatam ca secventa {} F (P(a) — P(2a)) este valida:
1. {p(a)} - P(a); (IPOTEZX )
2. {} F (P(a) = P(2)). (—i, 1)

Exemplul 119. Sd ardtam cd secventa {(P(a) — Q(2)),(Q(a) — P(b))} F
(P(a) — P(b)) este valida:

L {(P(2) = 0(2)), (a(a) = P(b)),P(a)} F (P(a) — Q(a));  (IpoTEZX)

2. {(P(a) = Q(a)), (A(a) — P(b)),P(a)} F P(a); (TPOTEZA)
3. {(P(a) = Q(a)), (A(a) = P(b)),P(a)} - Q(a); (—e, 1,2)
4. {(P(a) = Q(2)), (@(2a) — P(b)),P(a)} F (Q(a) — P(b));  (IPOTEZA)
5. {(P(a) — Q(a)), (a(a) = P(b)),P(a)} F P(b); (—e, 4,3)
6. {(P(a) = Q(a)), (a(a) = P(b))} F (P(a) = P(b)). (=i, 5)

Exercitiul 120. Ardtati cd urmatoarele secvente sunt valide:
1. {((P(a) AQ(a)) = P(b)),P(a),Q(a)} F P(b);
2. {((P(a) AQ(a)) = P(b))} F (P(a) =(Q(a) — P(b)));
3. {(P(a) =(Q(a) = P(b)))} - ((P(a) AQ(a)) = P(b)).
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5.6.3 Regulile pentru disjunctii

Conectorul V are doua reguli de introducere:

Vi FF(pl Vi FFQOQ
1 = 5, . < 2 - ;2 . <
L' (p1 V), L'F (o1 V).

Prima reguld ne arata cd daca stim o7 (din I'), atunci stim si (1 V p2)
(din T'), indiferent de 5. A doua regula de eliminare este simetricd, pentru
partea dreapta a disjunctiei.

Exemplul 121. Sq aratam cd secventa {(P(a) A Q(a))} F (P(a) V Q(a)) este
valida:

L. {(P(2) AQ())} F (P(a) A Q(a)); (IPoTEZR)
2. {(P(2) AQG))} F P(a); (her, 1)
3. {(P(2) AQGE)} F (P(2) V Q(2)). (Vir, 2)
O alti demonstratie formald pentru aceeasi secventd este:

1. {(P() A Q)Y F (P(2) AQ(2)); (TPoTEZK)
2. {(P(2) AQG))} F (); (Aea, 1)
3. {(P(2) AQGE)} F (P(2) V Q(2)). (Via, 2)

Regula de eliminare a disjunctiei este usor mai complicata, fiind o alta
regula in care multimea de premise variaza de la ipoteza la concluzie:

e PFE(p1Ver) Tooib¢  Took¢
| R

Prima ipoteza a regulii, I' - (1 V p2), este usor de inteles: pentru a
“elimina” o disjunctie, trebuie sa avem o disjunctie printre ipoteze (disjunctie
pe care s o “elimindm”). Ultimele doud ipoteze ale regulii de eliminare a
disjunctiei trebuie intelese intuitiv dupa cum urmeaza. Din prima ipoteza
stim (@1 V @2) (din T); cu alte cuvinte, macar una dintre formulele ¢; si
respectiv o decurge din I'. Ipotezele 2 si 3 ne indica faptul ca, indiferent
care dintre formulele ; si respectiv g ar avea loc, In orice caz ¢’ are loc.
Adica daca presupunem ¢ (in plus fata de T'), ¢’ are loc, iar dac presupunem
@2 (in plus fatd de T'), ¢’ tot are loc. Si atunci concluzia ne indica cd ¢’ are
loc indiferent care dintre ¢; si respectiv o ar avea loc.
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Exemplul 122. Si ardatim ca secventa {(P(a) V Q(2))} F (Q(a) V P(a)) este
validd:

1. {(p(a) v Q(a)),P(a)} F P(a); (IpoTEZA)
2. {(P(2) v Q(a)),P(@)} F (A(2) V P(a)); (Viz, 1)
3. {(P(a) vQ(a)),q(a)} FQ(a); (IPOTEZA )
4- {(P(2) vV Q(2)),Q(2)} F (A(a) V P(a)); (Vii, 1)
5. {(P(a) vVa(a))} F (P(a) Vv Q(a)); (IpOTEZA)
6. {(P(2) VQ(a))} F (A(2) V P(a)). (Ve, 5,2, 4)

Observati cu atentie modul in care multimea de premise variazd de la
o secventd la alta pe parcursul demonstratiei formale, respectand regulile de
inferentd.

Exercitiul 123. Gasiti o demonstratie formald pentru secventa
{(P(2) v Q(a)), (P(a) = P(b)), (A(a) = P(b))} F P(b).

5.6.4 Regulile pentru negatii

Regulile pentru introducerea si respectiv eliminarea negatiei sunt prezentate
impreuna cu o regula pentru eliminarea lui _L:

oL T'Foe 'k =y 'L
- —e 4

TF—p TF L ‘Tre

Sa ne readucem aminte ca L este un conector logic de aritate 0. Cu alte
cuvinte, conectorul L este de sine statator o formula. Semantica formulei L
este ca este falsa in orice atribuire. Cu alte cuvinte, L este o contradictie.

Prima regula dintre cele de mai sus, cea de introducere a negatiei, este usor
de explicat intuitiv: cum putem arata ca o formula de forma —¢ decurge din
premisele I'? Presupunem, in plus fatd de premisele T', ca avem ¢ si aratam
cd din T si ¢ decurge o contradictie (T, - L). In acest fel, ardtdm c& -
decurge din T.

A doua regula, pentru eliminarea negatiei, ne indica faptul ca daca atat
o formula ¢, cat si negatia sa, —p, decurg din aceeasi multime de premise I,
atunci din I' decurge si o contradictie, L. O multime I' din care decurge o
contradictie se numeste si multime inconsistentd de formule.

A treia regula indica ca, daca I' este o multime inconsistenta de formule,
atunci orice formula ¢ decurge din T'.
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Nu existd nicio reguld pentru introducerea conectorului L (sau, regula de

eliminare a negatiei se poate considera ca fiind si regula de introducere a lui
1).

Exemplul 124. Sd ardtim cd secventa {P(a)} = ——P(a) este validd:

1. {P(a),—P(a)} F P(a); (TPOTEZA )
2. {pP(a),~P(a)} F —P(a); (TPOTEZA )
3. {P(a),—P(a)} F L; (—e, 1,2)
4- {P(@)} F ~=P(a). (—i, 3)
Exemplul 125. S ardtim cd secventa {P(a),—P(2)} F P(b) este validd:
1. {P(a),—P(a)} F P(a); (IPOTEZA)
2. {P(a),—~P(a)} F —P(a); (IPOTEZA)
3. {P(a),—-P(a)} - L; (—e, 1,2)
4. {P(2), 7P(2)} F P(b). (Le, 3)

Eliminarea dublei negatii

La logica propozitionala am intalnit si urmatoarea regula pentru eliminarea
dublei negatii:

'k —==gp
I'Foe

e

Exemplul 126. Sd aratam cd secventa {(—P(a) — Q(a)),—Q(a)} + P(a)
este validd:

1. {(=P(a) = Q(a)), ~Q(a), 7P(a)} F —P(a); (IroTEzA)
2. {(=P(a) = Q(a)), Q(a), ~P(a)} I (=P(a) — Q(a)); (IroTEzA)
3. {(=P(a) = Q(a)), —Q(a), =P(a)} - Q(a); (—e 2, 1)
4- {(=P(a) = Q(a)), ~Q(a), ~P(a)} F —Q(a); (IpoTEZA)
5. {(=P(a) — Q(a)), —A(a), =P(a)} - L; (—i, 4, 3)
6. {(=P(a) — Q(a)), —Q(a)} = ==P(a); (—i, 5)
7. {(=P(a) — Q(a)), ~Q(a)} F P(a). (——e, 6)
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Exemplul 127. Sd ardatim cd secventa {} F (P(a) V —P(a)) este valida:

1. {=(p(a) vV =P(a)),P(a)} F ~(P(a) V =P(a)); (TPoTEZA)
2. {=(P(a) V =P(a)),P(a)} - P(a); (IPOTEZX)
3. {=(P(a) vV =P(a)),P(a)} F (P(2) V =P(a)); (Vii, 2)
4 {~(®@) vV —P@)),P(a)} F L; (—e, 1,3)
5. {=(P(a) v =P(a))} - —P(a); (—i, 4)
6. {=(P(a) vV ~P(a))} - (P(a) V =P(a)); (Vi 5)
7. {=(P(a) V =P(a))}  —(P(a) V —P(a)); (IPOTEZX)
8. {=(P(a) vV =P(a))} F L; (—e, 7,6)
9. {} £ —~=(P(a) V —P(a)); (—i, 8)

~
S

{} F (P(a) V =P(a)). (—e, 9)

5.6.5 Eliminarea cuantificatorului universal.

Regula pentru eliminarea cuantificatorului universal este:

L'k (Vz.p)

m vars(t) N bound (o) = 0

Regula de eliminare a cuantificatorului universal este foarte simpla: prac-
tic, daca stim ca (Vx.p) este o consecinta sintactici din I'" atunci putem
instantia variabila legata x cu orice termen ¢ cu conditia ca ¢ sa nu contina
variabile legate in .

Exercitiul 128. Intrebare: requla de eliminare de mai sus mat are sens daca
x nu apare in p? De exemplu, din T + (Vx.P(2)) putem deduce cd T +
P(a)[x— b]?

Exemplul 129. Sd ne amintim un exemplu discutat anterior in care aveam
doud afirmatii: Orice om este muritor si Socrate este om. Putem trage con-
cluzia cd Socrate este muritor? Pentru a raspunde la intrebare, am putea
incerca sa demonstram secventa

{¥x.(0m(x) — Muritor(x)),0m(s)} F Muritor(s),

unde Om si Muritor sunt predicate de aritate 1 iar s este o constantd (simbol
functional de aritate 0) asociatd numelui Socrate. Iatd demonstratia formald
a secventei:
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1. {Vx.(Om(x) — Muritor(x)),0Om(s)}  Vx.(Om(x) — Muritor(x)) (IPOTEZA)

2. {vx.(0m(x) — Muritor(x)),0m(s)} F (Om(s) — Muritor(s)) (Ve,1,s)
3. {Vvx.(0m(x) — Muritor(x)),0m(s)} F Om(s) (IPOTEZA)
4. {¥x.(0m(x) — Muritor(x)),0m(s)} F Muritor(s) (—e,2,3)

La pasul 2 al demonstratiei am utilizat requla Ve, care instantiazd in for-
mula Vx.(Om(x) — Muritor(x)) variabila legatd x cus: (Om(s) — Muritor(s)).
In limbaj natural, am dedus prin rationament sintactic ca dacd Socrate este
om i Orice om este muritor atunci Socrate este muritor.

5.6.6 Introducerea cuantificatorul existential.

Exista o oarecare dualitate a regulilor pentru introducerea si eliminarea cuan-
tificatorilor. Astfel, regula de introducere a cuantificatorului existential de
mai jos poate vazuta ca duala regulii de eliminare a cuantificatorului univer-
sal:

L'k ezt
F —————— wars(t) N bound(p) = 0

It (Jz.)
Regula ne indica faptul c& putem deduce (Jz.p) atunci cand [z — t] este
consecinta semantica din I'. Informal, daca exista un x concret — si anume ¢
— astfel incat o[z — t] este adeviratd (cu conditia ca t s& nu contina variabile
legate In ¢) vom trage concluzia ca (Jz.¢) este adevarata. Aici, ¢ joaca rolul
unui martor pentru care formula din concluzie este adevarata.

Exemplul 130. Sd ardtim ca secventa {P(2)} b Ix.P(x) este validd:
1. {P(a)} F P(a) (IPOTEZA)
2. {P(a)} F Ix.P(x) (3,1)

Observati cd in acest caz, metavariabila ¢ este P(x) din regula 3., iar gz — a]
este P(x)[x — a], adicd P(a).

Exemplul 131. Sd ardatam ca secventa {Vx.(P(x) — Q(x)),P(a)} F Ix.Q(x)
este validd:

1. {¥x.(P(x) = Q(%)),P(a)} F Vx.(P(x) — Q(x)) (IPOTEZX)
2. {¥x.(P(x) — Q(x)),P(a)} F P(a) (IPOTEZX)
3. {¥x.(P(x) = (), P(a)} F (P(a) = 0(a)) (Ve,1,2)
4o {9(P(x) = 0(x)),P(2)} F Q(2) (—¢,3,2)
5. {¥x.(P(x) = Q(x)),P(a)} F 3x.Q(x) (3, 4)
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5.6.7 Introducerea cuantificatorului universal.

Regula de introducere a cuantificatorului universal este:

Tk o[z — x0]

Vi —————— T,
i T Va9) zo & vars(T, )

Regula de mai sus ne spune cd vom putea deriva concluzia I' F (Vz.¢)
dacd vom ardta cd [z — x| este consecinta sintactica din I', unde xq este
o variabila noud: ea nu mai apare in alte formule si asupra ei nu avem nici o
constrangere.

Exemplul 132. Sd aratam ca secventa {Vx.(P(x) — Q(x)), Vx.P(x)} F ¥x.Q(x)
este validd:

1. {¥x.(P(x) = Q(x)),Vx.P(x)} F ¥x.(P(x) — Q(x)) (IPOTEZA)
2. {¥x.(P(x) = Q(x)),Vx.P(x)} F Vx.P(x) (IPOTEZA)
3. {¥x.(P(x) — Q(x)), ¥x.P(x)} F (P(x0) — Q(x0)) (Ve, 1,x%0)
4. {¥x.(P(x) = Q(x)), Vx.P(x)} F P(x0) (Ve, 2,x%0)
5. {¥x.(P(x) = Q(x)), Yx.P(x)} F Q(xo) (—e,3,4)
6. {¥x.(P(x) = Q(x)),Vx.P(x)} F ¥x.Q(x) (Vi,5)

Observati ca pentru secventele 3, 4 si & utilizam variabila noud xy. La
nivel intuitiv, Q(xo) va avea loc pentru orice xg.

Exercitiul 133. Ardtati cd urmdtoarele secvente sunt valide:
1. (¥ (P(x) A Q(x))} F Vx.P(x);
2. {¥x.Q(x),P(a)} FP(a) A Q(a);
3. {Vx.P(x), ¥x.Q(x)} F Vx.(P(x) A Q(x)).

5.6.8 Eliminarea cuantificatorului existential

Regula pentru eliminarea cuantificatorului existential este urmatoarea:

. 'k (3z.¢) Pu{ple— xo|} F ¢

T |_ d) To g ’U(J/I'S(F, SD?Q:[))
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Prima ipoteza a regulii este I' - (Jz.¢), care, la nivel intuitiv, ne asigura
8 exista cel putin un termen (pot fi mai multi) care il poate inlocui z astfel
incat @ este consecinta sintactica din I'. Nu stim Insa care sunt acesti termeni
(in cazul in care sunt mai multi). Stim doar ca mécar unul exista si ii vom
nota generic cu xg. Pentru a demonstra concluzia, adica i este consecinta
sintactica din T', va trebui sa facem o analiza de cazuri dupa toti zg. Practic,
acest lucru este sumarizat de cea de-a doua ipoteza a regulii unde trebuie
aratat cd 1 este consecintd sintacticd din I' U {¢[z — ]}

Exemplul 134. Sa aratam cd secventa {Vx.(P(x) — Q(x)), Ix.P(x)} F Ix.Q(x)
este valida:

1. {¥x.(P(x) — Q(x)), Ix.P(x)} F Ix.P(x) (IPOTEZA)
2. {¥x.(P(x) — Q(x)), Ix.P(x),P(x0) } F P(x0) (IPOTEZA)
3. {¥x.(P(x) = Q(x)), 3IxP(x),P(x0)} F Vx.(P(x) — Q(x)) (IPOTEZA)
4. {¥x.(P(x) — Q(x)), Ix.P(x),P(x0) } F (P(x0) — Q(x0)) (Ve,3,%0)
5. {Vx.(P(x) = Q(x)), Ix.P(x),P(x0) } F Q(x0) (—e,4,2)
6. {Vx.(P(x) = Q(x)), Ix.P(x),P(x0)} F Ix.Q(x) (3i,5)
7. {¥x.(P(x) = Q(x)), Ix.P(x)} F Ix.Q(x) (e, 1,6)

Observati ca pentru a demonstra secventa 7, am utilizat secventa 1 si secventa
6. Aceasta din urma a fost demonstrata de pasii 2, 3, 4 si 5, unde am utilizat
ca ipotezd si formula P(xo) (= P(x)[x = xo]).

5.6.9 Alte reguli

O alta regula utila, care nu tine de un anumit conector, este regula de extin-
dere, care a fost prezenta si in capitolul dedicat logicii propozitionale:

'k

EXTINDERE ————
Le'he

Aceasta regula ne indica faptul ca, daca ¢ este consecinta a unei multimi
de formule T, atunci ¢ este consecinta si a multimii I' U {¢'} (indiferent de
¢'). Cu alte cuvinte, putem extinde oricAnd multimea de premise ale unei
secvente valide si obtinem o noua secventa valida.

Exemplul 135. Aratim ca secventa {P(a),—Q(a),P(f(a)), (P(b) AQ(b))}F
—=P(a) este validd:
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1. {P(a)v _‘P(a)} + P(a);

NS}

- {P(a), 7P(a)} k- —P(a);

o

. {P(a),—~P(a)} F L;

B

. {P(a)} F =~=P(a);

v

- {P(a),—Q(a)} F ==P(a);

D

S

. {P(a)v ﬁQ(é)),P(f(é]))} F _‘_'P(a)f'

(TPOTEZA)

(IPOTEZA)

(—e, 1, 2)

(ﬂi7 3)

(EXTINDERE, 4)

(EXTINDERE, 5)

. {P(a),-Q(a),P(f(a)), (P(b) AQ(b))} F —=—=P(a). (EXTINDERE, 6)

5.7 Sistemul deductiv al deductiei naturale

Deductia naturala pentru logica de ordinul I este sistemul deductiv alcatuit
din toate regulile din sectiunile precedente. Iata aici sumarizate toate regulile:
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ko1 Tk TF (o1 A p2)
A1 ne ———
I'F (o1 A p2), L',
I'F (o1 A g2) L'k (o1 — p2) I'kEoy
Neg ———M8M8M — e
1—‘}_@2» F'_QO%
o Do F oo _ 'ty . Ik
—-f - Vi, ———————— Vig ————————
L'F (o1 — p2), L'F (o1 V 2), LF (o1 V 2),
v@“‘(@l\/@z) L, ¢ Lopo b o
Tk,
TFo TF-p ToF L TFL
—e - ———— le
'+ 1, T'F =, 'k,
) Tk T b =g
IPOTEZA pel, EXTINDERE ———— e ——————
Lo F o, '
' (V.
e M vars(t) N bound(p) =0
L'k o[zt
5 DEelE =) bound(e) = 0
7 F'— (Hx'w) vars ouna(y) =
I'F gl — x0]
Vi —— T,
i T (Vo.p) xo & vars(T, )

. 'k (Jz.¢) Pu{ple— xo|} ¢
¢ Tk

Desigur cd putem folosi in demonstratii si regulile derivate (pe care le-am
prezentat in cazul logicii propozitionale).

5.8 Corectitudinea si completitudinea deductiei
naturale pentru logica de ordinul I

Teorema 136 (Corectitudinea deductiei naturale). Pentru orice multime de
formule T si orice formuld ¢, dacd secventa T'F ¢ este validd, atunci T = .
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Exercitiul 137. Demonstrati Teorema[136

Teorema 138 (Completitudinea deductiei naturale). Pentru orice multime
de formule T' si orice formuld ¢, daca T' = ¢ atunci secventa T+ ¢ este
valida.

Demonstratia teoremei de completitudine depaseste nivelul cursului.

Observatie. De remarcat cd, folosind teoremele de corectitudine si respectiv
de completitudine, relatia & coincide cu relatia =, desi au definitii cu totul
diferite.

5.9 Fisa de exercitii
Exercitiul 139. Ardtati ci urmdtoarele secvente sunt valide:
1. {((P(2) A Q(2)) A Vx.P(x))} F (Q(a) A Vx.P(x));
{((P(a) A Q(a)) A Vx.P(x)), ¥x.Q(x)} F (¥x.Q(x) A Q(2));
{((P(a) AQ(a)) A VxP(x))} F (Vx.P(x) A (Q(a) A P(a)));
{((P(a) A Q(a)) = Vx.P(x)),P(a),Q(a)} F Vx.P(x);
{(P(a) = Vx.P(x)),P(a),Q(a)} I (A(a) A Vx.P(x));
{(P(a) = P(b)),(Q(a) = P(b))} F ((P(2) V Q(a)) — P(b));
{=(P(a) AQ(2))} F (=P(a) V —Q(a));
{=(=P(a) V —Q(a))} - (P(a) AQ(a));
{=(=P(@) A —Q(a))} - (P(a) v Q(a));
Exercitiul 140. Stabiliti care dintre secventele de mai jos sunt valide:
1. {¥%.(P(x) A Q(x))} F Vx.P(x);
2. {vx.Q(x),P(a)} - (P(2) A Q(a));
- {VxP(x), Vx.Q(x) } F V. (P(x) A Q(X));
- {3x.3y.P(x, )} F Iy.3xP(x, y);

© =N S Gt e

D v AN

. {—=(3Ix.P(x))} F Vx.7P(x);
L A{Vx.—P(X)} F —(3XP(X));

S
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