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Capitolul 1

Introducere

Daca aritmetica este stiinta care studiaza numerele si operatiile cu numere,
logica este stiinta in care obiectul studiului este reprezentat de propozitii si
de operatii cu propozitii.

De exemplu, daca in aritmetica observam ca suma a doua numere pare
este un numar par, in logica am putea observa ca disjunctia a doua propozitii
adevarate este o propozitie adevarata.

Logica se gaseste la intersectia filosofiei, matematicii si informaticii si a
cunoscut cea mai mare dezvoltare incepand cu anii 1950, datorita aplicatiilor
numeroase in Informatica.

In acest curs, vom studia la nivel introductiv logica propozitionald si logica
de ordinul I.

Logica propozitionala este extrem de simpla, dar conceptele pe care le
studiem, metodele pe care le invatam si problemele pe care le intalnim in
logica propozitionala se pot generaliza la alte logici mai complexe. De aseme-
nea, logica propozitionala corespunde in mod fidel organizarii interne la nivel
abstract a calculatoarelor, in sensul in care circuitele electronice se pot mo-
dela ca formule din logica propozitionald. Logica propozitionala are o teorie
bogatd si interesantd din punct de vedere matematic (exemple: teorema de
compactitate, teorema de interpolare a lui Craig). Problema satisfiabilitdatii
pentru logica propozitionala are multe aplicatii in informatica. Este deosebit
de importanta atat din punct de vedere teoretic (fiind problema canonicad NP-
completd) cat si practic (cu aplicatii in verificarea programelor, in verificarea
circuitelor, in optimizare combinatoriala s.a.).

Logica de ordinul I este o extensie a logicii propozitionale si are de aseme-
nea aplicatii numeroase in informatica, dar si in matematica. De exemplu,
toatd matematica pe care ati invitat-o in gimnaziu/liceu se bazeazi pe o asa
numita teorie din logica de ordinul I numitda ZFC (teoria Zermelo—Fraenkel
a multimilor, impreuns cu axioma alegerii — Axiom of Choice). In Infor-
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matica, aplicatii ale logicii de ordinul I apar in domeniul complexitatii de-
scriptive, in baze de date relationale, in verificarea automata a hardware-ului
si software-ului, s.a. De asemenea, multe alte logici (de exemplu, logicile de or-
din superior) au aplicatii in teoria limbajelor de programare, in fundamentele
matematicii, teoria tipurilor etc.
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Capitolul 2

Logica propozitionala
informala

Logica propozitionald este logica propozitiilor, conectate intre ele prin conec-
tori logici cum ar fi sau, si si mon. In acest capitol, vom trece prin bazele
logicii propozitionale.

2.1 Propozitii

O propozitie este o afirmatie care este sau adevarata, sau falsa. lata cateva
exemple de propozitii:

1. Port o camasa albastra;
2. Tu detii un laptop si o tableta, dar nu un telefon inteligent;

242 =4 (Doi si cu doi fac patru);

=

14+1=1 (Unu plus unu este 1);
1+1#1 (Unu cu unu nu fac 1);
Daca 1+ 1 =1, atunci Pamantul este plat;

Toate numerele naturale sunt intregi;

© N o o

Toate numere rationale sunt intregi.
Tata cateva exemple de expresii care nu sunt propozitii:

1. Rosu si negru (nu este o afirmatie);

9
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2. 7 (nu este o afirmatie);
3. Ploua? (intrebare, nu afirmatie);
4. Pleacd! (exclamatie, nu afirmatie);

5. & > 7 (aici avem un predicat care depinde de x; dupa ce fixam o valoare
pentru x, obtinem o propozitie);

6. Aceastd afirmatie este falsd. (desi este o afirmatie, nu este propozitie,
deoarece nu este sau adevarata sau falsd: daca ar fi adevarata, atunci
ar fi si falsa si invers).

Cateodata nu este foarte clar daca o afirmatie este propozitie cu adevarat,
sau nu este foarte clara valoarea ei de adevar. De exemplu, suntem de acord
ca zapada este alba in general, dar la fel de bine se poate sustine si contrariul:
de exemplu, exista zapada neagra (pe strada in tarile subdezvoltate in timpul
iernii), astfel incat valoarea de adevir a afirmatiei zdpada este albd este pusa
in discutie. Faptul ca o afirmatie este propozitie sau nu este mai mult o
problema de logica filosofica.

2.2 Propozitii atomice

Unele propozitii sunt atomice, in sensul in care nu pot fi descompuse in
propozitii mai mici:

1. Port o camasa albastra;
2. Tu detii un laptop;

3. 242 =4 (Doi si cu doi fac patru).

2.3 Conjunctii

Unele propozitii sunt compuse din altele mai mici. De exemplu, propozitia
afara ploud si eu sunt supdrat este compusa din afard ploud si din sunt
suparat, legate intre ele prin si. Daca doua propozitii, ¢ si respectiv 1,
sunt legate printr-un si, propozitia rezultata, ¢ si ¢, se numeste o conjunctie
(congunctia lui ¢ si ).

O conjunctie este adevarata daca ambele parti componente sunt adevarate.
De exemplu, propozitia afard ploud si eu sunt supdrat este adevarata daca
atat propozitia afard ploud cat si propozitia sunt supdrat sunt adevarate. In
particular, din moment ce nu sunt suparat, aceasta conjunctie este falsa.
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O conjunctie nu contine neaparat cuvantul si in mod explicit. De exemplu,
propozitia afard ploud, dar eu am o umbreld este de asemenea o conjunctie, iar
partile ei componente sunt afard ploud si ew am o umbrela. Aceste propozitii
sunt legate prin conjunctia adversativa dar.

Exercitiul 1. Gasiti partile componente ale conjunctiei ma joc acasa si invat
la scoala.

Exercitiul 2. Dati un exemplu de o conjunctie falsa si un exemplu de o
conjunctie adevaratd.

2.4 Disjunctii

Disjunctiile sunt propozitii legate intre ele prin sau. De exemplu, afard ploud
sau sunt supdrat este o disjunctie a propozitiilor afard ploud si sunt supdrat.

Exercitiul 3. Gasiti partile componente ale disjunctieir Voi cumpara un lap-
top sau o tableta. Atentie! Cele doud parti componente trebuie sd fie propozitii
(anumite cuvinte din cele doud parti componente pot sa fie implicite si in
consecintd sd nu apard in text).

O disjunctie este adevarata daca cel putin una din partile sale componente
este adevarata. De exemplu, disjunctia 7 > 8 sau 8 > 7 este adevarata,
deoarece 8 > 7 este adevarata.

Acest inteles al disjunctiilor se numeste sau inclusiv si este standard in
matematici. Cateodata cuvantul sau este folosit in limbaj natural in sensul
de sau exclusiv. De exemplu, In propozitia albul sau negrul castiga intr-un
joc de go, cuvantul sau are inteles de sau exclusiv. intelesul este ca sau albul
castigd, sau negrul, dar nu améndoi simultan (este exclusa optiunea si fie
ambele adevirate in acelasi timp).

In continuare, prin disjunctie vom intelege sau inclusiv (interpretarea stan-
dard in matematicd).

Exercitiul 4. Dati un exemplu de o disjunctie falsa si un exemplu de o
disjunctie adevarata.

Exercitiul 5. Cdnd este disjunctia ¢ sau ¢ falsa (in functie de valorile lui
@ si1)?

Exercitiul 6. Putem reprezenta sau exclusiv utilizand sau inclusiv ¢

2.5 Implicatii
Implicatiile sunt propozitii de forma dacd ¢ atuncitp. Propozitia ¢ se numeste
antecedent al implicatiei, iar propozitia 1) se numeste consecvent (sau con-

cluzie) al implicatiei.
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Un exemplu de implicatie este dacd trec la Logica, dau o petrecere. An-
tecedentul este trec la Logicd, iar concluzia este dau o petrecere. Cand este
o implicatie adevéarata/falsd? O implicatie este falsd daci si numai daca an-
tecedentul este adevarat, dar consecventul este fals. S& presupunem ca trec la
Logica si ca totusi nu dau o petrecere. Atunci implicatia daca trec la Logicd,
dau o petrecere, in ansamblul siu, este falsa (antecedentul este adevarat, dar
consecventul fals).

Intelesul unei implicatii meriti o discutie mai amanuntita, deoarece poate
fi contraintuitiv. Implicatiile, asa cum apar in matematica, pot fi diferite de
implicatiile pe care le folosim in viata de zi cu zi. In viata de zi cu zi, cand
spunem daca trec la logica, dau o petrecere, intelegem ca avem o legatura de
cauzalitate intre faptul de a trece la Logica si faptul de a da o petrecere. Alte
exemple de astfel de legatura de cauzalitate: dacd am bani, cumpdr o masind
sau dacd ma ajuti, te ajut. In limbajul de zi cu zi, nu ne-am géandi niciodata
sa conectam doud propozitii printr-o implicatie daca cele doua propozitii nu
au legatura de cauzalitate intre ele. De exemplu, propozitia dacd pamantul
este rotund, atunci 2 + 2 = 4 nu ar avea sens (desi este adeviratd).

Implicatia folosita in matematica se numeste implicatie materiald. Valoa-
rea de adevar a unei implicatii depinde doar de valorile de adevar ale partilor
componente (antecedentul si consecventul), nu si de legatura de cauzalitate
dintre ele. Acest inteles al implicatiei materiale nu corespunde tot timpul cu
intelesul din limbajul natural (e.g., limba roména), dar practica aratd c& este
singurul inteles rezonabil in matematica (si informatica).

In particular, atat propozitia daca pamantul este plat, atunci 2+2=35, cat si
propozitia daca pamantul este plat, atunci 2+ 2 = 4 sunt adevarate, deoarece
antecedentul este fals.

Exercitiul 7. Care sunt valorile de adevar ale propozitiilor dacd 2+ 2 = 4,
atunci Pamantul este plat si daca 2 + 2 = 5, atunci Pamantul este plat

Valoarea de adevar a implicatiei daca ¢, atunci i) depinde doar de valorile
de adevar ale antecedentului, ¢, si consecventului, 1, si este prezentata in
urmatorul tabel de adevar:

o) P daca ¢, atunci
fals fals adevarat
fals adevdrat adevdrat

adevarat fals fals
adevarat adevarat adevarat

Urmatorul exemplu arata ca tabelul de adevar de mai sus este singura
intrepretare rezonabila a implicatiei. Sunteti cu siguranta de acord ca orice
numar natural este numar intreg. Altfel spus, propozitia pentru orice numdr
x, dacd x este numar natural, atunci x este numar intreg este adevarata. In
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particular veti fi de acord ca propozitia este adevarata in cazurile particulare
z=—10, 2z =10 si z = 1.2 (din moment ce este vorba despre orice numdr ).

Obtinem cazurile particulare dacd —10 este numar natural, atunci —10
este numar intreg, daca 10 este numar natural, atunci 10 este numar intreg si
daca 1.2 este numar natural, atunci 1.2 este numar intreg., care trebuie toate
sa fie adevarate. Aceste cazuri particulare exemplifica randurile 2, 4 si 1 ale
tabelului de adevar de mai sus (de obicei, studentii nu au incredere in randul
2). Cat despre a treia linia, o propozitie de forma dacd ¢, atunci v, unde
 este adevarata, dar 1 este falsa, nu poate fi decat falsa. Altfel, ar trebui
sa acceptam ca fiind adevarate propozitii cum ar i Dacd 2 4+ 2 = 4, atunci
2+ 2 = 5. (antecedentul, 2 + 2 = 4, este adevarat, consecventul, 2 + 2 = 5,
este fals).

Unele implicatii pot fi relativ dificil de identificat. De exemplu, in propozitia
trec la Logicd doar dacd invdt, antecedentul este (impotriva aparentelor) trec
la Logica, iar consecventul este invdt. Atentie! Propozitia de mai sus nu are
acelasi inteles cu dacd invat, trec la Logica.

Atentie! In propozitiile de forma trec la Logicd doar dacd tnvit sau
trec la Logica numai daca invat, antecedentul este trec la Logica,
iar consecventul este invdt. Aceste doua propozitii nu au acelasi
inteles cu propozitia daca invat, atunci trec la Logica.

Implicatiile in limba romana pot cateodata sa nu foloseasca sablonul dacd
...atunci .... De exemplu, sensul cel mai rezonabil al propozitiei trec la
Logica sau renunt la facultate (aparent o disjunctie), este cd dacd nu trec la
Logica, renunt la facultate (implicatie). Din fericire, cele doud propozitii sunt
echivalente, intr-un sens pe care il vom studia in cursurile urmatoare.

2.6 Negatiile

O propozitie de forma nu este adevdrat cd ¢ (sau pur si simplu nu @) se
numeste negatia lui ¢. De exemplu, nu ploud este negatia propozitiei ploud.
Valoarea de adevar a negatiei unei propozitii ¢ este opusul valorii de adevar
a propozitiei . In momentul in care scriu acest text, propozitia ploud este
falsa, si deci propozitia nu ploud este adevarata.

Exercitiul 8. Dati un exemplu de o propozitie falsd care foloseste atat o
negatie, cat si o conjunctie.

Exercitiul 9. In Exercitiulla ne intrebam daca e posibil sa reprezentam sau
exclusiv utilizand sau inclusiv. Dacd wutilizam si conjunctii si negatii este
posibila aceastd reprezentare?
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2.7 Echivalente

O propozitie de forma ¢ dacd si numai dacd v se numeste echivalentd sau
dubla implicatie. O astfel de propozitie, in ansamblul sau, este adevarata daca
© si 1 au aceeasi valoare de adevar (ambele false sau ambele adevarate).

De exemplu, in momentul in care scriu acest text, propozitia ploud dacd
si numai daca ninge este adevarata. De ce? Deoarece atat propozitia ploud
cat si propozitia ninge sunt false.

Exercitiul 10. Care este valoarea de adevar a propozitiei Numarul 7 este
impar daca si numai daca 7 este numar prim ?

O echivalenta este, din punct de vedere semantic, conjunctia a doua implicatii:
@ dacd si numai dacd 1 transmite aceeasi informatie cu

p daca Y st @ numai dacd P .
—_—— —_————

implicatia tnversa  implicatia directa

Propozitia ¢ dacd i este aceeasi cu dacd ¥, atunci ¢ (doar ca are alta topica).
Propozitia ¢ numai daca ¢ are acelasi inteles cu ¢ doar daca i si cu daca ¢,
atunci ¢, dupa cum am discutat in sectiunea referitoare la implicatii.

2.8 Conectorii logici

Cuvintele/expresiile si, sau, dacd-atunci, doar dacd, non, dacd-si-numai-dacd
(si altele similare) sunt numite conectori logici, deoarece pot fi folosite pentru
a conecta propozitii mai mici pentru a obtine propozitii mai mari.

Atentie! O propozitie este atomica in logica propozitionala daci nu poate
fi despartita In propozitii mai mici separate de conectorii logici discutati mai
sus. De exemplu, propozitia orice numar natural este st numar intreg este o
propozitie atomica (in logica propozitionald).

Aceeasi propozitie nu mai este neaparat atomica intr-o alta logica mai
bogatd. De exemplu, in logica de ordinul I (pe care o vom studia in partea
a doua a cursului), avem doi conectori suplimentari numiti cuantificatori. In
logica de ordinul I, propozitia orice numar natural este si numar intreg nu
este atomica.

2.9 Ambiguitati in limba roméana

Am prezentat mai sus limbajul logicii propozitionale: propozitii atomice conec-
tate prin si, sau, non etc. Pana in acest moment, am folosit limba romana.
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Totusi, limba romana (si orice alt limbaj natural) nu este potrivitd pentru
scopul nostru din cauza ambiguitatilor.
Tata exemple de propozitii ambigue:

1. ITon si Maria sunt casdtoriti (intelesul 1: Intre ei; intelesul 2: casatoriti,
dar posibil cu alte persoane);

2. Vad negru (inteles 1: sunt suparat; inteles 2: ma simt riu; inteles 3: nu
este lumina in jur etc.);

3. Trimit mesagul lui Ion (inteles 1: mesajul este al lui Ion si eu il trimit,
nu se stie unde; inteles 2: am un mesaj si il trimit cdtre Ton);

4. Nu vorbesc si mandnc (inteles 1: neg faptul ca si vorbesc si mananc;
inteles 2: nu vorbesc, dar mananc).

Astfel de ambiguitati sunt cel putin neplacute daca scopul nostru este sa
determindm valoarea de adevér a unei propozitii (dacd nici micar nu suntem
siguri ce inseamnd propozitia). Pentru peste 2000 de ani, logica a lucrat
cu limbaj natural. Nevoia de a introduce un limbaj formal, simbolic, fara
ambiguitati, a aparut in secolele XVIII - XIX, odata cu dezvoltarea logicii
matematice. In logica simbolicd/formal4, pe care urmeaza si o studiem, vom
lucra cu un limbaj artificial, numit limbaj formal, care este proiectat de o
asemenea maniera Incat s nu contina nicio ambiguitate.

In fapt, primul limbaj formal pe care il vom studia va fi limbajul formal al
logicii propozitionale (pe scurt, logica propozitionald).

In cele de mai sus, am observat care sunt dezavantajele si eventualele
capcane ale logicii informale. In domeniul programarii calculatoarelor, toate
cerintele sunt exprimate via limbaj natural. Specificatiile unui produs soft-
ware sunt de regula transmise sub aceasta forma. Este foarte important pen-
tru cei care dezvolta propriu-zis produsul software si identifice posibile la-
cune si ambiguitati din specificatii pentru a preveni viitoare comportamente
nedorite ale produsului. Unul din scopurile studierii logicii in domeniul infor-
maticii este sa dezvolte abilitatea programatorilor de a gandi sistematic si de
a formula clar specificatiile unui produs.

2.10 Fisa de exercitii
Exercitiul 11. Stabiliti care dintre urmdatoarele expresii sunt propozitii:
1. Tu ai un laptop.

2. Zapada este alba.

3. Zapada nu este alba.
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Tatal meu merge la serviciu gi eu merg la scoala.
Afara ploua, dar eu am umbrela.

Maine va ploua sau nu va ploua.

Daca obtin nota de trecere la logica, voi sarbatori.

242 =4. (Doi plus doi egal cu 4.)

© »®» xRS &

Rosu si Negru.

10. 7.

11. Ploua?

12. Hai la pescuit!

13. x este mai mare decat 7.

14. Aceasta afirmatie este falsa.

Exercitiul 12. Pentru toate propozitiile identificate, stabiliti daca sunt propo-
zitii atomice sau compuse, tar dacd sunt compuse, stabiliti daca sunt conjunctii,
disjunctii, implicatii, negatii, echivalente.

Exercitiul 13. Stabiliti daca propozitiile de mai jos sunt propozitii atomi-
ce sau compuse, iar dacd sunt compuse, stabiliti tipul acestora (conjunctii,
disjunctis, implicatii, negatii, echivalente). Pentru fiecare propozitie compusd,
discutati care sunt valorile de adevar in functie de valorile de adevar ale com-
ponentelor.

1. Am mancat atat de mult, incat mi-a fost rau.
Nu am rochie, nici pantofi.

Ma intorc acasa sau la amicul meu.

Merg afara daca nu ploua.

Ma duc la el doar daca nu ma asculta.

Daca nu merg la pescuit atunci soarele nu este rotund.

NS S e

Daca soarele nu este rotund atunci merg la pescuit.

Exercitiul 14. Reformulati exemplele de propozitii din Sectiunea @ astfel
incdt ambiguitdtile sa fie evitate. Puteti sa alegeti oricare inteles.
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Capitolul 3

Sintaxa formala a logicii
propozitionale

In continuare, vom studia limbajul formal al logicii propozitionale.

Prin sintaza intelegem, in general, un ansamblu de reguli pentru scrierea
corecta. Dupa cum am promis in capitolul anterior, in acest capitol vom
dezvolta un limbaj artificial, pe care il vom numi logica propozitionald formala
(pe scurt, il vom numi doar logica propozitionald). Sintaxa formala a logicii
propozitionale se refera la regulile de scriere pentru acest limbaj.

3.1 Notiunea de alfabet in informatica

In contextul informaticii, prin alfabet se Intelege o multime. Elementele unui
alfabet se numesc simboluri. De cele mai multe ori, alfabetul este o multime
finitd (dar nu in cazul logicii propozitionale).

Care este diferenta dintre o multime si un alfabet? A priori, niciuna. Con-
teaza intentia — ce vom face cu elementele multimii/alfabetului mai departe.
Folosim elementele unui alfabet pentru a crea cuvinte. Un cuvdnt peste un
alfabet este o secventa de simboluri din alfabet.

Exemplul 15. Fie alfabetul X = {0,1}. Sirurile/secventele de simboluri
001010, 101011 si 1 sunt exzemple de cuvinte peste alfabetul X .

Cuvantul vid, format din 0 simboluri ale alfabetului este notat de obicei
cu €.
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3.2 Alfabetul logicii propozitionale

Limbajul logicii propozitionale este format din formule propozitionale, care
modeleaza propozitii din logica propozitionala, propozitii despre care am dis-
cutat in capitolul anterior.

Formulele propozitionale sunt cuvinte peste alfabetul logicii propozitionale
(anumite cuvinte sunt formule; nu toate).

Alfabetul logicii propozitionale este format din reuniunea urmatoarelor
multimi:

1. A={p,q,r,p,qi,...}, multimea variabilelor propozitionale;
2. {=, A, V}, multimea conectorilor logici;

3. {(,)}, multimea simbolurilor auxiliare (un simbol pentru paranteza de-
schisa si un simbol pentru paranteza inchisi).

Astfel, multimea L = AU{—, A, VIU{(, )} este alfabetul logicii propozitionale.
Tata exemple de cuvinte peste multimea L:

L )pVA;
2. VV =(p);
3. p;

4. ppp;

5. =(pVa).

In cele ce urmeazd vom vedea ca doar anumite cuvinte se numesc formule
propozitionale. Unii autori folosesc termenul de well-formed formula sau wff,
dar in aceste note de curs vom utiliza doar notiunea de formula.

De exemplu, ultimul cuvant din lista de mai sus, —(p V q), este o for-
muld a logicii propozitionale, dar al doilea cuvant, V V = (p), nu este formula.
Urmatoarea definitie surprinde cu precizie care cuvinte sunt formule si care
cuvinte nu sunt formule propozitionale.

3.3 Formule propozitionale
Definitia 16 (Multimea formulelor propozitionale, notata LIP). Multimea LP
(multimea formulelor propozitionale) este cea mai micd multime de cuvinte

peste alfabetul logicii propozitionale care satisface urmdatoarele proprietati:
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e Cazul de Baza. Orice variabild propozitionald, vazutd ca un cuvant de lungime
1, este in multimea LP;

e Cazul Inductiv 1. Daca ¢ € LP, atunci —p € LP (sau: dacd cuvintul ¢
este o formuld propozitionala, atunci si cuvantul care incepe cu simbolul — si
continud cu simbolurile din ¢ este formuld propozitionald);

e Cazul Inductiv 2. Dacd ¢1,92 € LP, atunci (o1 A p2) € LP (sau: ...-
exercitiu pentru acasd);

e Cazul Inductiv 3. Dacd ¢1,92 € LP, atunci (o1 V p2) € LP (sau: ...-
exercitiu pentru acasd).

Iata cateva exemple de elemente ale multimii LP:

P, q, - p, -q, _'plv —7P1, (P \Y% q)a (P AN q)a
—(p Vq), (—p A —q), —(—==p Vp), ((pVa) A1),
(pV (qAT)).

Tatd exemple de cuvinte care nu sunt in LLIP:

PP, q—q, qA —p, p+a

Definitia multimii LP este un exemplu de definitie inductiva. Astfel de
definitii sunt foarte importante in informatica si este obligatoriu sa ajungem
sa le intelegem foarte bine. Intr-o definitie inductiva, exista de obicei unul sau
mai multe cazuri de baza, care definesc cele mai mici elemente ale multimii
(in cazul nostru, variabilele propozitionale). Cazurile inductive arata cum se
pot construi elemente mai mari pornind de la alte elemente mai mici, de-
spre care stim deja ca sunt in multime. Alt element important este restrictia
de minimalitate (subliniata in definitia de mai sus), care indicd ci doar el-
ementele care pot fi construite apeland la cazurile de baza si la cazurile in-
ductive fac parte din multime. Aceastid restrictie de minimalitate asigura
unicitatea multimii (nu existd o altd multime cu cele 4 proprietati si care sa
fie minimal&) si ne permite si ardtdm ca anumite elemente nu fac parte din
multime (cele care nu pot fi construite prin cazurile de baza/inductive).

De exemplu, cuvantul pp nu este in multimea LLPP, deoarece nu poate fi
construit prin aplicarea niciunui caz dintre cele 4 (cazul de bazi sau cele trei
cazuri inductive).
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3.4 Cum aratam ca un cuvant face parte din
LP

Putem arata ca un cuvant face parte din LP explicand cum se pot aplica pasul
de baza si pasii inductivi. Iata o demonstratie a faptului ca —(p V q) € LP:

1. p € LP (din pasul de bazi, deoarece p € A);
2. g € LP (din pasul de baza, deoarece q € A);

3. (pV q) € LP (din pasul inductiv 3, unde ¢ = p si ps = q);

N

. =(p V q) € LP (din pasul inductiv 1, unde ¢ = (p V q)).

Putem rearanja lista de mai sus intr-un arbore de constructie adnotat echiva-
lent pentru formula —(p V q):

pas de bazad pas de bazad

p €LP qelLP
(pVaq) €LP
—(pVq) €LP

pas inductiv 3

pas inductiv 1

Vom vedea acest tip de notatie de mai multe ori in Informatica si de aceea
e important sa ne familiarizam cu ea. Fiecare linie orizontald se numeste
inferentd; sub fiecare astfel de linie este concluzia inferentei si deasupra ei
sunt ipotezele (0, 1 sau mai multe ipoteze). Inferentele cu 0 ipoteze se numesc
axiome. Langa fiecare linie se gaseste numele regulii care a fost aplicata.

Daca renuntam la adnotatii, obtinem urmatorul arbore de constructie pen-
tru formula —(p V q):

p q
(pVa)
~(pVa)
Este usor de vazut ca un cuvant apartine LP daca si numai daca exista
un arbore de constructie pentru acel cuvant.

3.5 Conectorul principal al unei formule
O formula care consta doar dintr-o variabila propozitionald (cum ar fi formula
p sau formula q) se numeste formuld atomica. Acest lucru explica de ce

multimea A a variabilelor propozitionale se numeste A (A, de la atomic).
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Formulele mai complexe, cum ar fi —p sau (p V q), se numesc compuse
(sau, in engleza, moleculare).

Orice formuld compusa are un conector principal, care este dat de ultima
inferenta din arborele sau de constructie. De exemplu, conectorul principal al
formulei —(p V q) este = (negatia), in timp ce conectorul principal al formulei
(—p V q) este V (disjunctia). Numim formulele al caror conector principal
este A\ conjunctii. Similar, dacd conectorul principal al unei formule este V,
formula este o disjunctie, iar daca conectorul principal este —, atunci este o
negatie.

Orice formula compusa are un conector principal.

3.6 Cum aratam ca un cuvant nu face parte
din LP

Este putin mai dificil (sau, mai bine spus, lung) si ardtdm ci un cuvant nu
face parte din LIP.

Daca cuvantul nu este peste alfabetul corect, asa cum este cuvantul cu
trei simboluri p + g (care foloseste simbolul strdin +), atunci este evident ca
acesta nu face parte din LP, deoarece LIP contine doar cuvinte peste alfabetul
logicii propozitionale.

Daca cuvantul este peste alfabetul corect si vrem sa aratam ca nu face
parte din LP, atunci trebuie sa ne folosim de conditia de minimalitate. Iata
cum putem arata ca (p—q) ¢ LP:

S& presupunem, prin reducere la absurd, c¢& (p—q) € LP. In acest caz, din
conditia de minimalitate, faptul cd (p—q) € LP trebuie si poata fi explicat
prin una dintre cele patru reguli de formare (pasul de baza sau unul dintre
cei trei pasi inductivi).

Dar nu putem aplica cazul de baza pentru a arita cd (p—q) € LP, deoarece
(p—a) ¢ A.

De asemenea, nu putem aplica nici cazul inductiv 1, deoarece nu exista
nicio formuld ¢ astfel incat (p—q) = —p (orice formula ¢ € LP am alege,
primul simbol al partii stangi ar i (, iar primul simbol al partii drepte ar fi
.

Nu putem aplica nici cazul inductiv 2, deoarece nu exista formulele @1, @2 €
LP astfel incat (p—q) = (p1/Agp2) (oricum am alege 1,92 € LP, cuvantul
din partea stanga nu contine simbolul A, in timp ce cuvantul din dreapta il
contine).

Dintr-un motiv similar, nu putem aplica nici cazul inductiv 3.
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Din moment ce niciunul dintre cele patru cazuri nu functioneaza, pre-
supunerea noastra este falsa, si deci (p—q) ¢ LP.

3.7 Proprietatea de citire unica

Definitia LIPP are o proprietate importanta, care se numeste proprietatea de
citire unica:

Teorema 17 (Proprietatea de citire unica a formulelor propozitionale). Pen-
tru orice formula ¢ € LP, exista un unic arbore de constructie.

Proprietatea de mai sus se mai numeste si neambiguitatea gramaticii
logicii propozitionale. Demonstrarea proprietatii nu face parte din acest curs.
Totusi, trebuie sa intelegem semnificatia ei. In acest sens, vom considera
o altd posibild definitie (gresitd) pentru LP si vom aratd in ce sens aceastd
definitie alternativa este ambigua.

inceputul unei definitii gresite pentru LP.

Sa ne imaginam ca pasul inductiv 3 ar fi:

e Cazul Inductiv 3. Daca @1, ps € LP, atunci ¢1 Vs € LP;

Singura diferenta fata de definitia corecta este ca nu putem
paranteze in jurul disjunctiilor. Cu aceasta definitie alternativa,
fictiva, a lui LP, am avea ca —p V q € LP. Totusi, acest cuvant
ar avea doi arbori de constructie diferiti:

p q p
pVaq -p q
—pVq —pVq

O astfel de ambiguitate ar fi deosebit de neplacuta pentru scop-
urile noastre, deoarece nu am putea sti daca —p V q este o
disjunctie (ca in arborele de constructie din dreapta) sau o
negatie (ca in arborele de constructie din stdnga). De fapt,
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evitarea unor asemenea ambiguitati sintactice a fost unul din-
tre motivele pentru care am parasit sfera limbajului natural si
am Inceput sa studiem logica formala.

Sfarsitul unei definitii gresite pentru LP.

Dupéa aceasta incursiune, ar trebui sa fie clar de ce teorema de citire
unica este netriviald (ca un exercitiu pentru cei cu inclinare spre matem-
atica, incercati sa o demonstrati). De asemenea, ar trebui sa fie clar de ce
citirea unica este o proprietate esentiala a definitiei formulelor: ne arata ca
orice formula propozitionala poate fi citita intr-un singur fel; cu alte cuvinte,
orice formula propozitionald nu are ambiguitati sintactice.

3.8 Limbaj-obiect si meta-limbaj

O particularitate a logicii este cd studiem propozitii (analizim, de exemplu,
valoarea lor de adevar), iar pentru a efectua studiul, ne folosim de rationament
care, In mod natural, sunt si ele alcatuite din propozitii. De exemplu, in cursul
studiului nostru, am putea efectua urmatorul rationament:

Propozitia nu merg la scoala este falsa daca propozitia merg la
scoala este adevarata.

De observat ca afirmatiile care fac obiectul studiului (nu merg la scoala si
merg la scoald) sunt propozitii, dar si intreaga afirmatie Propozitia nu merg la
scoala este falsa dacd propozitia merg la scoala este adevarata este la randul
ei o propozitie. Astfel, pare ca facem un rationament circular, in care studiem
chiar metoda de studiu.

Aceasta dificultate aparenta nu apare si in cazul aritmeticii, de exemplu.
In aritmetica, studiem numere si operatii peste numere, iar studiul il facem
folosind propozitii.

Dificultatea isi are rezolvarea prin separarea strictd a limbajului obiect
de meta-limbaj. Limbajul obiect este limbajul pe care il studiem (LP), iar
meta-limbajul este limbajul pe care il folosim pentru a efectua studiul (limba
romana).

Limbajul-obiect este limbajul care face obiectul studiului (in cazul
nostru, logica propozitionald). Meta-limbajul este limbajul pe
care 1l folosim pentru a comunica despre obiectul studiului (in
cazul nostru, limba roméana).
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In acest curs, pentru a diferentia usor intre cele doua, facem urmatoarea
conventie: toate elementele din limbajul-obiect le scriem cu font sans-serif al-
bastru (de exemplu, (p A q)), iar afirmatiile din meta-limbaj le scriem folosind
font negru obisnuit (de exemplu, orice formuld atomicd este o formuld).

( M

Este extrem de important sa facem diferenta intre limbajul-obiect
si meta-limbaj. In acest scop, notele de curs folosesc o conventie ti-
pograficd. Elementele meta-limbajului sunt scrise cu font obisnuit,
de culoare neagra. Elementele limbajului-obiect sunt scrise astfel:
(p A q). Din acest motiv, dacd imprimati notele de curs, este re-
comandat sa folositi o imprimanta color.

3.9 Fisa de exercitii

Exercitiul 18. Ardtati ca urmdtoarele cuvinte sunt formule propozitionale
(adica elemente ale multimii LP), explicind care sunt pasii de constructie
(pas de baza, respectiv unul dintre cei trei pasi inductivi):

1. —q;

2. (p1 AN Q);
3. 2(pVa);
4. (pV —q);
5. (=p A —q).

Exercitiul 19. Ardtati ca urmdtoarele cuvinte nu sunt elemente ale multimii
LP (indicatie: ardtati cd niciuna dintre cele 4 reguli de formare nu poate fi
aplicatd):

1. (7)aq;
2. qN —y
3. pq;

4. PAQ;
5. (p) A (q).

Exercitiul 20. Care dintre urmdatoarele cuvinte sunt formule din LP si care
nu sunt:
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1. py;

p1 Vi,

(P1 V a1);
(—p1 V ai);
—(p1 Vai);
((=p1) V a1);
(-p)?

Exercitiul 21. Dati exemple de 5 formule propozitionale interesante (cu mai
multi conectori, mai multe variabile propozitionale etc.) si justificati cd sunt
intr-adevar formule.

NS v e e
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Capitolul 4

Functii recursive peste LI

Memento. Daci X este o multime, prin 2% notdm multimea partilor lui
X, adica multimea tuturor submultimilor lui X. De exemplu, daca X =
{1,2,3}, atunci 2% = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}. Cand X
este finitd, avem cd |2%| = 21X1 " ceeq ce explicd notatia. In liceu, este posibil
sd fi folosit notatia P(X) in loc de 2X.

Daca o multime este definita inductiv, putem defini functii recursive care
opereaza pe elementele multimii. Definitia acestor functii urmeaza structura
elementelor din multimea definitd inductiv.

Tata un exemplu de functie care calculeaza multimea subformulelor unei

formule:
subf: LP — 2L definiti prin

feh, dack ¢ € A;
{p} U subf(ap'), daci ¢ = —¢' si ¢’ € LP;

subf((p) =< {¢}U subf(gol) U subf(g@),
dacd ¢ = (1 A w2) si p1,p2 € LP;

{e} U subf(gpl) U subf(th),
dacd ¢ = (¢1 V v2) si p1,p2 € LP.
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Iata cum se poate calcula 5ubf(<p> pentru ¢ = —(p V q):

subf(~(p V@) = {~(Valusb(eva)

{=(p v )} U{(p V )} U subf(p) U subf(a)

{=eVvatu{lpVvalu{ptuia}
{=(pVa),(pVa),pa}

Observati cele doua tipuri de paranteze care apar in calculul de mai sus. Pe
de o parte, avem parantezele care marginesc argumentul functiei subf, iar pe
de alta parte avem parantezele din alfabetul logicii propozitionale. Primul tip
de paranteze sunt paranteze obisnuite din matematica, in timp ce al doilea tip
sunt simboluri ale alfabetului. Pentru a le diferentia, vom adopta conventia
urmatoare in aceste note de curs: folosim paranteze cu font obisnuit, de obicei
mai mari, pentru apelul de functie (de exemplu ( sau (), si parantezele ( si ),
scrise cu font sans — serif albastru, pentru simbolurile alfabetului.

Ambele tipuri de paranteze sunt importante. De exemplu, este o greseala

sa scriem subf(p \% q) in loc de subf((p \% q))7 din moment ce cuvantul p V q

nu este o formula.

Este o greseala sa scriem subf(p Vv q) in loc de subf((p \Y, q))7 din
moment ce cuvantul p V q nu este o formula.

Functia subf este prima dintre functiile pe care le vom defini recursiv, in
functie de structura formulei ¢ € LP. Aceste functii se numesc recursive
structural. Este foarte important sa intelegem cum opereaza aceste functii
pentru a intelege restul cursului. In sectiunile urméitoare prezentim si alte
exemple de functii recursive structural.

4.1 Arborele de sintaxa abstracta al unei for-
mule

Urmatoarea functie calculeaza arborele de sintazd abstracta al unei formule:
arb : LIP — Trees, definita prin:
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@7 daca ¢ € A;
dacd ¢ = ¢ si ¢’ € LP;

7

arb(«p’)
arb(gal) arb(¢2> )

dacd ¢ = (1 A p2) si @1, p2 € LP;
arb(gal) arb(s%) )

dacd ¢ = (¢1 V v2) si p1,p2 € LP.

arb(@)

Tatd un calcul al arborelui abstract de sintaxa al formulei ((p A —q) A r).

arb(((p A —=q) A r)) = /C/D\

arb ( (pA —|q)> arb

N

)

arb(p) arb(—a)
()
() ®
® O
arb(q)
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Multimea Trees este multimea arborilor cu radacina, etichetati.

Arborii de sintaxid abstracta sunt extrem de importanti deoarece, din
punct de vedere conceptual, o formulad propozitionala este arborele abstract
de sintaxd. Totusi, deoarece scrierea arborilor nu este convenabild (pen-
tru persoane), recurgem la notatia conventionald, si scriem formulele in stil
traditional, de la stanga la dreapta, sub forma de cuvinte. In schimb, la im-
plementarea pe un calculator a diferitilor algoritmi care prelucreaza formule
logice, vom prefera reprezentarea formulelor sub forma arborelui de sintaxa
abstracta in dauna reprezentdrii sub forma unui cuvant (sir de caractere).

Din punct de vedere conceptual, o formula propozitionala este
arborele abstract de sintaxa.

4.2 Alte exemple de functii definite recursiv

Tata si alte exemple de functii definite prin recursie structurala peste formule.
Prima functie, height : LP — N, calculeaza inaltimea arborelui abstract
de sintaxa al unei formule:

1, daca ¢ € A;
1+ height(ap’), daci o = =y’ si ¢’ € LP;

height(gp) ={ 1+ max(height(apl) , height(apg)),
daca ¢ = (p1 A p2) si p1,p2 € LIP;

1+ max(height(cpl) , height(ch)),
dacd ¢ = (¢1 V @2) si p1,p2 € LP.
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Functia maz : NxN — N care apare in definitia functiei height este functia
obisnuita care calculeaza maximul dintre doua numere naturale.

Urmatoarea functie, size : LP — N, calculeaza dimensiunea arborelui ab-
stract de sintaxa al unei formule (adicad numarul de noduri):

1, daca ¢ € A;
1+ size(cp’), dacd ¢ = ¢’ si ¢’ € LP;

size ((p) = 14 size (<p1> + size(wg),
dacd ¢ = (o1 A p2) si 1,92 € LP;

1+ size ((pl) + size(cpg),
dacd ¢ = (¢1 V p2) si p1,p2 € LP.

Ultimul exemplu, prop : LP — 24, calculeazi toate variabilele propozitionale
care apar intr-o formula:

{o}, dacd ¢ € A;
PTOP(@/>7 dacd ¢ = —¢' si ¢’ € LP;

pmp(w) = pmp(cpl) Upmp(soz),
dacd ¢ = (1 A 2) si p1,p2 € LP;

prop (@1) U pmp(@z),
dacd ¢ = (¢1 V v2) si p1,p2 € LP.
Asigurati-va ca intelegeti si ca stiti sa definiti si s& calculati cu astfel de
functii.

4.3 Demonstratii prin inductie structurala
Cateodata, vom face demonstratii prin inductie structurala. Sunteti deja
familiarizati din liceu cu demonstratiile prin inductie matematica.
Pentru a demonstra o teorema de forma
Pentru orice n € N, este adevarat ca P(n),

principiul inductiei matematice postuleaza ca este suficient s aratam ca:
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e (cazul de baza) P(0) este adevdrat;

e (cazul inductiv) P(k) implica P(k+ 1), pentru orice k € N.
Demonstratiile prin inductie structurala generalizeaza principiul de mai
sus si pot fi aplicate oricarei multimi definite inductiv, cum ar fi LP.
Pentru cazul LP, principiul inductiei structurale este ca, pentru a demon-

stra o teorema de forma

Pentru orice formuld propozitionald ¢ € LP, este adevdrat cd P(go)7

este suficient sa aratam ca:

o (cazul de bazi) P(gp’) are loc pentru orice formula atomicd ¢’ € A (altfel

spus, proprietatea P este adevirata pentru orice formuld atomici);

e (cazul inductiv 1) P(—wp’) are loc dacd P(gp’) are loc;
o (cazul inductiv 2) P<(<p1 A 4,02)) are loc dacd P(gm) st P(gog) au loc;

e (cazul inductiv 3) P<(<p1 \Y, cpg)) are loc dacd P(gol) st P(gog) au loc.

Tata un exemplu de teorema si de demonstratia ei prin inductie structurala:

Teorema 22 (Exemplu de teorema care poate fi demonstrata prin inductie

structurald). Pentru orice formuld propozitionald ¢, avem cd height(go) <
size(cp),

Demonstratie: Facem demonstratia prin inductie structurala, unde pro-
prietatea P este definita astfel:

P(p) = height(gp) < size(go).
Este suficient sa aratam ca:

1. (cazul de bazi) height(go’ ) < size (cp' ) pentru orice variabild propozitionala
¢ € A.
Dar, prin definitie, height(go') =1si sz'ze(ga’) =1 (deoarece ¢’ € A). Si

1 <1, deci am terminat de demonstrat acest caz.
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2. (cazul inductiv 1) Presupunand ca height(cp’) < size(cp’), aratam ca
hez’ght(—mﬂ) < size(—mp’).

Dar, din definitie, hez’ght(—w') =1+ height(ga’) si size<—|ga’> =1+
size(go'). Sil+ height(cp') <1+ size(ga’) (ceea ce trebuia si ardtdm), din

moment ce stim deja ca height(go’) < size (ap').

3. (cazul inductiv 2) Presupunand ca height(cp1> < size(gpl) si height(g@) <
size(g@), aratam ca height((gol A <p2)) < size((cpl A gog)).

Dar, prin definitie, height((gol A cp2)> = 1+max<height(g01) , height(g@))
si, din moment ce max(a,b) < a + b (pentru orice numere naturale a,b € N),
avem ca height((g&l A <p2)) < 1+height(g01) +height(<p2). Dar height(goi) <
size(gpi) (1 << 2) din ipoteza, si deci height((gol A @2)) <1+ size(gpl) +
size(gpg). Dar, din definitie, 5ize<(<p1 A (pz)) =1+ size(<p1> + size(cpz), si
deci height((cpl A cpg)) < size((gal A gag)>, ceea ce trebuia si aritam.

4. (cazul inductiv 3) analog cazului inductiv 2.

4.4 Fisa de exercitii

Exercitiul 23. Calculati, folosind functia subf, multimea de subformule ale
formulelor:

L((pA—ag)AT); 2.((PV—a)Ax); 3 ~((PV —q) Ar).
Exercitiul 24. Calculati arborii abstracti ai uwrmatoarelor formule:

1. ((p A =q) A);

2. ((pV —q) Ar);

8. =((pV —q) Ax);

4 (=(pV g A1)

Exercitiul 25. Calculati, utilizand functia height : LP — N, indltimea ar-
borelui abstract de sintaxd pentru fiecare dintre formulele de la Exercitiul [24)
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Exercitiul 26. Calculati, utilizand functia size : LP — N, numdrul de
noduri al arborelui abstract de sintaxd pentru fiecare dintre formulele de la

Ezercitiul [2).

Exercitiul 27. Calculati, utilizind functia prop : LP — 24, multimea vari-
abilelor propozitionale care apar in fiecare dintre formulele de la Ezxercitiul @

Exercitiul 28. Demonstrati utilizand principiul inductiei structurale ca pen-
tru orice formula propozitionald p, avem ca hez’ght(cp) < sz’ze(cp) + 1.

Partea I - Logica propozitionala 34 Note de curs - de listat color



Capitolul 5

Semantica logicii
propozitionale

5.1 Algebra booleana

Multimea B = {0,1} se numeste multimea valorilor booleene (sau multimea
valorilor de adevar). Valorea 0 reprezintd falsul si valoarea 1 reprezinta
adevarul.

Functia : B — B se numeste negatie logicd si este definita astfel: 0 = 1
sil=0.

Functia 4+ : B x B — B se numeste disjunctie logica si este definita astfel:
0+0=0,0+1=1,140=1,1+1=1.

Functia - : B x B — B se numeste conjunctie logica si este definita astfel:
0-0=0,0-1=0,1-0=0,1-1=1.

Tuplul (B,+,-, ) formeaza o algebrd booleand.

5.2 Atribuiri

O atribuire de valori de adevar (sau pur si simplu atribuire de aici nainte)
este orice functie 7 : A — B. Cu alte cuvinte, o atribuire este o functie care
asociaza fiecarei variabile propozitionale o valoare de adevar.

Exemplul 29. Fie 1y : A — B o functie definita dupd cum urmeaza:

1. 1(p) =1;
2. m1(q) = 0;
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3 n(r)=1;
4. 11(a) =0 pentru orice a € A\ {p,q,r}.

Din moment ce este o functie de la A la B, 1y este o atribuire de valori
de adevar.

Exemplul 30. Fie 5 : A — B o functie definita dupd cum urmeaza:

1. 12(p) =0;
2. 72(q) = 0;
3. mo(r) =1;
4. 12(a) =1 pentru orice a € A\ {p,q,r}.

Din moment ce este o functie de la A la B, 15 este de asemenea o atribuire.
Exemplul 31. Fie 73 : A — B o functie definita dupd cum urmeaza:

1. 73(a) = 0 pentru orice a € A.

Din moment ce este o functie de la A la B, T3 este o atribuire.

5.3 Valoarea de adevar a unei formule intr-o
atribuire

Valoarea de adevar a unei formule ¢ intr-o atribuire 7 este notata cu 7”'(90) si
este definita astfel:

(), daca ¢ € A;

7:(80/)7 daca p = =’ si ¢’ € LP;

7(9) =1 7(#) (e,

dacd ¢ = (p1 A p2) si @1, p2 € LP;

72(801) +7A—(SD2)7
daca ¢ = (1 V p2) si 1,2 € LP.

De fapt, functia 7 : LP — B se numeste extensia homomorficd a atribuirii
7: A — B la multimea de formule LP.
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Un exemplu de calcul a valorii de adevar a formulei (p V q) In atribuirea
71 este prezentat mai jos:

ﬁ((p \ q)) = ﬁ(p) + 71 (q) =7(p)+7m(qg)=1+0=1.

Concluzionam ca valoarea de adevar a formulei (p V q) in 7 este 1.

Iata un alt exemplu, In care calculdm valoarea de adevér a formulei —(p A q)
in atribuirea 74:

7 (ﬂ(p Aq)) = ﬁ((p A q)) = %1(p) -%1(q) — 1) n@ =10 =
0=1
Concluzionam ca valoarea de adevar a formulei —(p A q) In 7y este 1.

Jata inca un exemplu, in care calculam valorea de adevar a formulei —=—q
in atribuirea de valori de adevar 7o:

%Q(ﬁﬁq):f'g(_'q)—Tg():Tg —O—TZO.
Asadar, valoarea de adevar a formulei ——q In 75 este 0.

Observatie. o In general, nu are sens exprimarea valoarea de adevar a unei
formule, deoarece o formula poate fi adevarata intr-o anumitd atribuire, dar
falsa in alta atribuire. Are sens sa spunem valoarea de adevar a unei formule
intr-o atribuire.

e Din acelasi motiv, nu are sens sa spunem formula este adevarata sau
formula este falsi. In schimb, are sens sa spunem formula este adevarata
in aceasta atribuire sau formula este falsa in aceasta atribuire. De exemplu,
formula ——p este adevaratd in T, dar falsa in 5.

e Daca spunem doar valoarea de adevar a formulei ¢, #ntelegem o functie
de la multimea tuturor atribuirilor la multimea B si nu o valoare de adevar
din multimea B.

In general, nu are sens exprimarea valoarea de adevdar a unei
formule, deoarece o formula poate fi adevarata intr-o anumita
atribuire, dar falsa in alta atribuire. Are sens sa spunem waloarea
de adevar a unei formule intr-o atribuire.

Definitia 32 (Notiunea de satisfacere). O atribuire 7 satisface ¢ daca 7 (gp) =
1.

In loc de 7 satisface @, putem folosi oricare dintre urmatoarele forme
echivalente:
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1. 7 este model al formulei ¢;
2. ¢ tine in 7;
3. 7 face ¢ adevarata;

Exemplul 33. Atribuirea 71 definitd mai sus este model pentru —(p A q).
Atribuirea 71 nu este model al formulei (—p A q).

Scriem 7 = ¢ (si citim: 7 este model al formulei ¢; sau: T satisface ¢ etc.)

ddaca 7 ) = 1. Scriem 7 £ ¢ (si citim: 7 nu este model al formulei ; sau:

7 nu satisface p) ddaca %(gp) =0.

Definitia 34 (Relatia de satisfacere (notata |=)). Relatia =, dintre atribuiri
si formule, se numeste relatia de satisfacere. Relatia este definitd astfel: T =

@ ddaca %(gp) =1.

Relatia |= este definita astfel: 7 = ¢ ddaca f'(g@) =1

5.4 Satisfiabilitate

Definitia 35. O formula ¢ este satisfiabila dacd ezista cel putin o atribuire
T astfel incdt T = (i.e., dacd @ are cel putin un model).

Exemplul 36. Formula (p V q) este satisfiabild, din moment ce are un model
(de exemplu, atribuirea 11, definitd mai sus).

Exemplul 37. Formula —p este de asemenea satisfiabila: de exemplu, atribuirea
73, definitd mai sus, face formula adevarata.

Exemplul 38. Formula (p A —p) nu este satisfiabild, deoarece are valoarea
de adevar fals in orice atribuire.

Demonstratie: Consideram o atribuire T : A — B oarecare.

Avem ca %((p A —|p)> = %(p) -%(ﬂp) =7(p) %(T) =1(p) - 7(p).
Dar 7(p) poate fi 0 sau 1:

1. in primul caz (T(p) = 0), avem cd %((p A —|p)) =...=171(p)-7(p) =
0-0=0-1=0;
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2. in al doilea caz (T(p) = 1), avem cd ?((p A —|p)) =...=7(p) - 7(p) =
1-1=1-0=0.

Observam ca in oricare dintre cele doud cazuri, avem ca %((p A —|p)) =0.

Dar 1 a fost o atribuire aleasd arbitrar, si din acest motiv (p A —p) este falsa
in orice atribuire 7. Adica formula este nesatisfiabila. g-e.d.

Definitia 39 (Contradictie). O formuld care este nesatisfiabild se numeste
contradictie.

Exemplul 40. Dupd cum am vdzut mai sus, (p A —p) este o contradictie.

5.5 Formule valide

Definitia 41 (Formuld validd). O formuld ¢ este valida dacd orice atribuire
T are proprietatea cd T = ¢ (orice atribuire este model pentru formuld).

Definitia 42 (Tautologie). O formuld validd se mai numeste si tautologie.

Exemplul 43. Formula (p V —p) este validd, deoarece este adevaratd in orice

atribuire: fie T o atribuire oarecare; avem cd %((p \% —|p)> = 7(p) + 7(p).

Deoarece 7(p) poate lua doar 2 valori posibile, adicd 0 sau 1, vom avea cd

7(p) + 7(p) este sau 0+ 1, sau 140, deci 1 in ambele cazuri.
Notatie. Faptul ca formula ¢ este validd se mai noteazd cu = .

Exemplul 44. Formula p nu este validd (deoarece existd o atribuire, de ex-
emplu T3, care face formula falsd).

5.6 Formule satisfiabile, dar care nu sunt valide

Observatie. In engleza, o formula care nu este nici contradictie si nici tau-
tologie se numeste contingent formula. In limba roméand, nu avem un cuvant
precis pentru acest concept, si vom folosi exprimarea formuld contingenta (sau
contingenta ), supraincarcand intelesul cuvantului contingent din DEX.

Definitia 45. O formuld care nu este nici contradictie si nici tautologie se
numeste contingenta.

Fiecare formula poate fi clasificata ca fiind o contradictie, o tautologie, sau
o contingenta.

Exemplul 46. lata exemple din fiecare astfel de clasa de formule:
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1. (p A —p) este o contradictie;
2. p este o contingenta;

3. (p V —p) este o tautologie.

5.7 Formule echivalente

Definitia 47. Spunem ca doud formule p1,p2 € LP sunt echivalente, si

scriem p1 = s, dacd pentru orice atribuire T : A — B, 7“'(901) = %(@2).

Intuitiv, formulele care sunt echivalente au acelasi inteles (adicd exprima
acelasi lucru).

Exemplul 48. La inceputul cursului, am vazut ca formulele p si —=—p nu
sunt egale din punct de vedere sintactic. FEvident ca formulele nu sunt egale,
deoarece prima are 1 simbol, iar cealalta 3 simboluri (dacd ar fi fost egale, ar fi
avut acelasi numdr de simboluri). Totusi, acum suntem pregatiti sd intelegem
relatia dintre ele: p = ——p. Cu alte cuvinte, chiar dacd nu sunt egale, ele
sunt echivalente: exprima acelasi lucru.

Pentru a demonstra p = ——p, este suficient sa ardatam cd formulele au aceeasi
valoare de adevar in orice atribuire. Fie T o atribuire oarecare. Avem cd

f’(ﬂﬁp) =7(p)=7(p) = ?(p). Pe scurt, ?(ﬁﬂp) = f'(p). Din moment ce
T a fost aleasa arbitrar, inseamnd ca f'(ﬁ—‘p = 7(p) pentru orice atribuire

T st de acest motiv p este echivalent cu ——p.

Exemplul 49. Urmdtoarea echivalentd are loc: (p V q) = —(—p A —q) (exercitiu:
verificati cd intr-adevdr asa este).

Tata inca doua echivalente importante, cunoscute sub denumirea de legile
lui De Morgan:

Teorema 50. Pentru orice formule o1, s € LP, avem ca:

1. =(p1 V 2) = (mp1 A —p2);

2. =(p1 A p2) = (me1 V —2).
5.8 Consecinta semantica
Definitia 51. Fie I' = {¢1,...,¢n,...} o multime (posibil infinita) de for-
mule. Spunem cd ¢ este o consecinta semantica a multimii T, si scriem
T E ¢, dacd orice atribuire care este model pentru toate formulele din T este

model si pentru formula .
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Spunem de asemenea ca ¢ este o consecintd logica a multimii I' sau ca
@ este o consecinta tautologica a multimii I' in loc de ¢ este o consecinta
semantica a multimii T

Exemplul 52. Fie I'= {p, (—p V q)}. Avem caT | q.
Intr-adevar, fie T un model al formulelor p si (—p V q). Din moment ce
T este model pentru p, avem prin definitie cd 7(p) = 1.

Din moment ce T este model al (—p V q), avem ca %((ﬁp \Y q)) =1. Dar

#((=p v @) = 7(p) +7(a). Dar(p) =1, si deci #((~p V) ) = 0+7(q) =
7(q). Inseamnd cd 7(q) = 1.

Deci T este model pentru q. Am presupus cd T este model pentru p i
(—p V q) st am ardtat cd in mod necesar T este si model pentru q. Dar aceasta
este fix definitia faptului ca {p,(—p V q)} E q, ceea ce voiam sd aratam.

Exemplul 53. Avem cd {p,(pV r)} £ —r, adici -t nu este consecintd
logica a formulelor p, (p V r). Pentru a ardta aceastd neconsecinta, este su-
ficient sa gasim un model pentru formulele p si (p V r), dar care sd nu fie
model al formulei —r. Orice atribuire T cu 7(p) =1 si 7(r) = 1 (de exemplu,
71) satisface cele doud proprietdti.

Notatie. Cateodata scriem

(1017"'73077,):@

i loc de
{e1,..,0n} E o

Observatie. Daci n = 0, ¢1,...,¢0, | ¢ se reduce la faptul ca ¢ este
consecintd semanticd a multimii vide. Acest lucru inseamnda cd ¢ este validd,
ceea ce justifica notatia |= ¢ pentru faptul cd ¢ este validd.

5.9 Multimi consistente de formule

O alta notiune semantica care apare relativ des in practica si care are o
legatura stransa cu conectorul A este notiunea de multime (in)consistenta
de formule.

Definitia 54 (Multime consistentd de formule). O multime {1, @2, ..., ¢on}
de formule se numeste consistenta dacd ezistd o atribuire T care sd fie model
pentru toate formulele ¢; (1 <i<n).

Observatie. Atentie! Aceeasi atribuire T pentru toate formulele din multime
(nu cdte o atribuire potential diferitd pentru fiecare formula)!
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O multime de formule este inconsistentd (sau neconsistentd) dacd nu este
consistenta.

Lema 55 (Legatura dintre multimile consistente si conectorul logic A). O
multime de formule {1, p2,...,pn} este consistentd ddacd formula

(((e1 Ap2) Ae) Aon)
este satisfiabild.

Lema 56 (Legitura dintre multimile inconsistente si conectorul logic A). O
multime de formule {1, @2,...,n} este inconsistentd ddacd formula

(((p1 Ap2) Aeo) A pn)
nu este satisfiabild.

Exercitiul 57. Aratati ca, pentru orice formula ¢, dacd {p1,92,...,¢n}
este o multime inconsistenta de formule, avem ca

{@17%027"%%071} ): ®-.

Exercitiul 58. Ardtati cd daca

{e1,02,.. ., 00} = (P A —p),

atunci {1, p2,...,pn} este o multime inconsistentd de formaule.

5.10 Aplicatia 1

Jon scrie urmatorul cod:

if (((y % 4 ==0) & (y % 100 !'= 0)) || (y % 400 == 0))
printf("%d is a leap year.", y);

else
printf("%d is not a leap year.", y);

Toana incearca sa simplifice codul in felul urmator:

if (((y %4 '=0) Il (y % 100 == 0)) && (y % 400 !'= 0))
printf("%d is not a leap year.", y);

else
printf("%d is a leap year.", y);
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Transformarea facutd de lIoana pastreaza comportamentul programului?
E dificil sa spunem cu certitudine acest lucru daca doar ne uitam la cod, dar
putem sa ne folosim de conceptele pe care le-am invatat pentru a modela
problema de mai sus folosind uneltele logicii propozitionale si sa determinam
daca cele doua programe au acelasi comportament.

Inainte de toate, vom traduce conditiile din instructiunea if-else in log-
ica propozitionala. Vom identifica propozitiile atomice si le vom inlocui cu
variabile propozitionale dupa cum urmeaza. Fie y un an fixat:

1. variabila propozitionala p va tine locul propozitiei atomice (y % 4 ==
0);

2. variabila propozitionald q va tine locul propozitiei atomice (y % 100
== 0);

3. variabila propozitionala r va tine locul propozitiei atomice (y % 400

Tinand cont de traducerea de mai sus, vedem ca conditia din programul
lui Ton este, in limbajul logicii propozitionale, ((p A —=q) V r).

Formula Ioanei este, in limbajul logicii propozitionale, ((—p V q) A —r).

Observati de asemenea ca ramura if a primului program corespunde ra-
murii else a celui de-al doilea program si invers. Pentru ca cele doua programe
sa aiba acelasi comportament, este suficient ca negatia formulei lui Ion sa fie
echivalenta cu formula Ioanei. Cu alte cuvinte, are loc echivalenta:

—((pA—q) Vr)=((-pVaq) A-r)?

Aplicand legile lui De Morgan, vedem ca echivalenta are intr-adevar loc si
deci transformarea propusa de Ioana este corecta.

5.11 Fisa de exercitii

Exercitiul 59. Fie T : A — B atribuirea definita dupd cum urmeaza: 7(p) =
1, 7(q) = 0, 7(r) = 0, 7(a) = 0 pentru orice altd variabild propozitionald
a€ A\ {p,q,r}.

Stabiliti valoarea de adevar in atriburea T de mai sus a urmdtoarelor for-
mule:

1. (pAq);
2. (@A p);

3. 7q;
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4. (g AT);
. ((ﬂq/\ I) Vv ﬁp).

Exercitiul 60. Gasiti cdate o atribuire T in care urmdatoarele formule sd fie
adevdrate (cate o atribuire pentru fiecare formuld):

1. (p A q);
2. (p A\ —q);
3. ((pA—9)Va).

Ezista o (singurd) atribuire care sd facd toate cele trei formule de mai sus
adevarate?

Exercitiul 61. Gasiti cate o atribuire T in care urmatoarele formule sa fie
false (cdte o atribuire pentru fiecare formuld):

1. (pVa);
2. (an(pV —9));
3. ((pA—9) Va).
Exercitiul 62. Care dintre urmatoarele formule sunt satisfiabile?
1. (p A —p);
- (pV —p);
- ((pV =p) A q);
- ((PV=p)A(mPAQ);

- ((pV =9 A(-pVrI)).

Gr AN L

Exercitiul 63. Care dintre urmdatoarele formule sunt valide?

1. (p A —p);

2. (pV —p);

3. p;

4- ((pV —p) A —q);
5. ((PAq)V (mpAT)).

Exercitiul 64. Dati exemple de 5 contradictii interesante.
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Exercitiul 65. Dati exemple de 5 tautologii interesante.

Exercitiul 66. Demonstrati cd, pentru orice formule o1, 2, @3 € LP, au loc
urmatoarele echivalente:

1. (p1 A (p2 A ps)) = (1 A p2) A ps);
2. (b1 A p2) = (92 A pr1);

3. (1 V(g2 Vws)) = ((p1Vw2) Vs);
4- (1 Vp2) = (92 V @1);

5. 1 =15

6. 2(p1 A p2) = (mp1 V p2);

7. =(p1 V p2) = (71 A —2).

Exercitiul 67. Putem demonstra ca, pentru orice formule ¢1,p9 € LP,
(v1 V w2) = 1 dacd si numai dacd @1 € LP este tautologie?

Exercitiul 68. Putem demonstra ca, pentru orice formule ¢1,p2 € LP,
(p1 A p2) = o dacd si numai dacd @1 € LP este tautologie?

Exercitiul 69. Putem demonstra ca, pentru orice formule ¢1,p9 € LP,
(p1 A p2) = 1 dacd si numai dacd @1 € LP este contradictie?

Exercitiul 70. Putem demonstra ca, pentru orice formule ¢1,ps € LP,
(v1 V p2) = o dacd si numai dacd @1 € LP este contradictie?

Exercitiul 71. Ardtati cd —p este consecintd semanticd din (—p V —p).
Exercitiul 72. Ardtati cd p nu este consecintd semanticd din (—q V p).
Exercitiul 73. Ardtati cd p este consecintd semantica din (—q V p) siq.

Exercitiul 74. Ardtati cd ps este consecintd semanticd din (—py V (p2 V p3)),
((=7p2 V —pa) A (7pa V 71p2)) si (P1 A 7pa).
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Capitolul 6

Conectori logici

Mai exista doi conectori logici importanti in logica propozitionala: implicatia
si echivalenta. Conectorul echivalentd este numit de asemenea dubla implicatie.
Semantica unei implicatii (o1 — @2) este data de

#(tor = en) =7(o1) +7(22).
pentru orice atribuire 7. Se poate observa usor ca

(p1 = p2) = (mp1 V p2).

Similar, semantica unei duble implicatii (@1 <> ¢2) este definita astfel
incat
(p1 <> 92) = ((1 = 92) A (92 = 1))

Exemplul 75. Avem cd (p — p) este o formuld validd. De ce? Formula
(p — p) este echivalenta (—p V p), despre care putem vedea imediat cd este
validd.

6.1 Mai multe logici propozitionale

Pana in acest moment am studiat logica propozitionala a conectorilor =, A, V,
pe care am notat-o cu LPP. De fapt, in functie de multimea conectorilor logici
de care avem nevoie, exista mai multe logici propozitionale. Logica pe care
am studiat-o pana in acest moment o vom nota cu LP-, 5 v = LP.

In functie de conectorii logici permisi, putem obtine si alte logici intere-
sante:

1. LP- v este logica propozitionald in care singurii conectori permisi sunt —
si V.
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2. LIP, _, este logica propozitionald in care singurii conectori permisi sunt _L
(conector de aritate 0) si —. Formula L (citire: bottom sau T intors) este
falsa in orice atribuire.

3. LIPy A este o logica in care singurii conectori permisi sunt V si A.

Exercitiul 76. Scrieti definitia formald pentru sintaza fiecareia dintre logicile
de mai sus[1

Ce au in comun LP,LP_ ., ,LP, _,? Sunt echiezpresive. Adicd pentru
orice formuld ¢ € LP existd o formuld ¢’ € LP_ , astfel incat ¢ = ¢’ (si
invers, pentru orice formuld ¢’ € LP—, \, existd o formuld echivalentd in LP).

Cum putem arata ca LP si LP-  sunt la fel de expresive? Pentru una
dintre directii, este suficient sa traducem toate conjunctiile posibile din LP in
felul urmator:

(oA @) =(mp V).

La sfarsit vom obtine o formuls echivalentd care nu contine conjunctii (si
deci este In ILIP’TV). Invers, orice formuld din LIP_, ,, este deja si formula din
LP.

Cum putem arata ca LP- \ si LP, _, sunt la fel de expresive?

Transformam toate disjunctiile si negatiile folosind urmatoarele echivalente:

L (pV¢')= (e — ¢);
2. np=(p— 1)

Operatia de transformare se opreste dupa un numar finit de pasi si rezultatul
este o formula echivalenta cu formula de la care am plecat, dar care nu contine
decat conectorii L si —.

Logica LIP\, A este strict mai putin expresivd. De exemplu, in aceasta
logica nu exista formule nesatisfiabile.

Exercitiul 77. Ezplicati de ce in LP\, A toate formulele sunt satisfiabile.

Observatie. Prin logica propozitionald se intelege orice logica care este la
fel de expresiva ca LP. De exemplu, LP- A, LP-,\,, LP_, _, sunt toate logici
propozitionale, dar LP—, si LPA v nu sunt logict propozitionale (sunt mai putin
expresive).

1Pentru conectorul _L sunt dou# posibilitati, la alegere: s& considerati ci este folosit intr-
un pas de baza sau intr-un pas inductiv. Distinctia dintre un caz de baza si un caz inductiv
este pur didacticd (face definitiile inductive mai usor de abordat), nu fundamentald. Totusi,
pentru consecventa, vom considera ca _L este folosit intr-un al doilea caz de baza.
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6.2 Legatura dintre implicatie si consecinta se-
mantica

Exista o legatura importanta intre conectorul logic implicatie si notiunea de

consecinta semantica, data de urmatoarea teorema.

Teorema 78 (Legitura dintre implicatie si consecintd semanticd). Pentru
orice doua formule p1,ps € LP, avem ca

v1 E w2 (formula o este consecintd a formulei pq)

daca si numai dacd

E (p1 — w2) (formula (o1 — p2) este valida).
De asemenea, are loc urmatoarea teorema mai generala:

Teorema 79 (Legdtura generalizatd dintre implicatie si consecintd seman-
tica). Pentru orice formule @1,pa,...,on, ¢ € LP, avem cd

O1, 02, Pn FE @

daca si numai daca

= ((((pr A@2) Aee ) Apn) = ).

O legatura similara avem Intre conectorul logic echivalenta si notiunea de
echivalenta semantica:

Teorema 80 (Legédtura dintre conectorul echivalenta si notiunea semantici
de echivalentd). Pentru orice doud formule o1, 92 € LP, avem cd

P1 = P2

daca si numai
= (o1 > p2).

6.3 Traducerea propozitiilor din limba roméana
in LP

Prin traducere se intelege modelarea unei propozitii scrisa in limba roméana
ca o formula din logica propozitionala. Scopul modelarii poate fi: clarificarea
intelesului propozitiei prin eliminarea ambiguitatilor sintactice, verificarea ca
propozitia este valida, etc.

Pentru a traduce propozitii din limba romana in logica propozitionala,
trebuie sa urmam doi pasi:

Partea I - Logica propozitionala 49 Note de curs - de listat color



Logica pentru informatica 2024-2025 Universitatea Alexandru Ioan Cuza

1. Identificarea propozitiilor atomice si asocierea cu variabile propozitionale;

2. Identificarea conectorilor logici si a ordinii acestora.

De exemplu, sa presupunem ca vrem sa traducem propozitia vreau sa
tnvat la logica si sa trec examenul dacda materia este interesantd in logica
propozitionala.

Primul pas este identificarea propozitiilor atomice. In cazul nostru, gasim
trei propozitii atomice:

1. wreau sa invat la Logicd;

2. wvreau sd trec examenul; (atentie, cuvantul vreau nu apare explicit n
propozitie)

3. materia este interesanta.

Atentie! Conectorii nu fac parte din propozitiile atomice. De
exemplu, a treia propozitie atomica nu este dacd materia este
interesantd.

Asociem céate o variabila propozitionala cu fiecare propozitie atomica:

variabila propozitionala propozitie atomica
P vreau sa tnvat la Logica
q vreau sa trec examenul
r materia este interesantd.

Atentie! Pentru o traducere cat mai fidela, daca o propozitie apare
de mai multe ori (chiar daca nu exact cu aceleasi cuvinte), trebuie
sa 1i asociem aceeasi variabila propozitionala.

Urmatorul pas este identificarea conectorilor logici. In exemplul de mai
sus, apar doi conectori logici:

1. conectorul si in contextul [...] la logica si sa trec [...], care indica o
conjunctie;

2. conectorul daca-atunci (chiar daci cuvantul atunci nu apare explicit) in
contextul [...] ezxamenul dacd materia este [...], care indica o implicatie.
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Care este ordinea celor doi conectori? Cu alte cuvinte, propozitia este o
conjunctie sau o implicatie? Care este conectorul principal? Simtul limbii
roméane ne spune cd intelesul este mai degrabd o implicatie (de exemplu,
din cauza faptului ca verbul vreau este subinteles in propozitia vreau sa trec
examenul). Traducerea este asadar

(r = (pA9)

deoarece propozitia asociata variabilei propozitionale r este antecedentul implicatiei,
chiar daca apare sintactic la sfarsitul propozitiei.

( M

Atentie! In ciuda denumirii, variabilele propozitionale nu sunt
variabile in sens matematic. O greseala frecventa este sa scriem

p = vreau sa tnvat la Logica,

ceea ce nu este corect, deoarece p este egal doar cu p si cu
nimic altceva. Orice variabila din curs apare scrisa cu font ne-
gru obisnuit. De exemplu, de multe ori folosim variabila ¢ pentru
a tine locul unei formule.

. J

Exercitiul 81. Traduceti urmatoarea propozitie in logica propozitionala: Sau
trec la Logica, sau nu trec.

Atentie la cuvintele care nu apar explicit in propozitiile atomice. Atentie
la semnificatia conectorului sau-sau (indiciu: nu apare printre conectorii pe
care i-am discutat, dar poate fi emulat/simulat ).

6.4 Aplicatia 2

Urmaétorul puzzle este preluat din cartea Peter Smith. An Introduction to
Formal Logic: Fie majordomul, fie bucatarul a comis crima. Victima a murit
otravita daca bucatarul a comis crima. Majordomul a comis crima doar daca
victima a fost Injunghiatd. Victima nu a murit otravita. Rezulta ca victima
a fost injunghiata?

Asociem fiecarei propozitii atomice o variabila propozitionala, dupa cum
urmeaza:

1. Pentru propozitia majordomul a comis crima variabila p;
2. Pentru propozitia bucatarul a comis crima variabila q;

3. Pentru propozitia victima a murit otravita variabila ry;
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4. Pentru propozitia victima a fost injunghiatd variabila r,.

Ipotezele puzzle-ului se modeleaza in logica propozitionala ca urmatoarele
formule:

1. ((pVag) A—=(pAq)) (disjunctia exclusiva dintre p si q);
2. (@ = 11);

3. (p — 12) (atentie la sensul implicatiei);

4. —ry.

Intrebarea este modelatd de formula rs.
Pentru a raspunde la puzzle cu da/nu, este suficient si verificim daca

{(GVa) A=), (@1, (p = 1), 711} b

Intr-adevir consecinta semanticd are loc (exercitiu).

6.5 Fisa de exercitii

Exercitiul 82. Asociati pentru fiecare dintre afirmatiile urmatoare o formula
din LP care sa modeleze intelesul sau din limba romand.

1. Daca afara ploua, stau in casda sau merg in mall. Nu stau in casa doar
daca nu ma plictisesc. Afard ploud si nu md plictisesc.

2. Lucrez la logica doar daca nu se poate iesi afarda. Se poate iesi afara
dacd nu ploud si este cald. Din moment ce nu lucrez la logicd si afard
este cald, inseamna ca ploud.

3. Lucrurile merg bine in tara daca la conducerea tarit nu sunt hoti si
economia este sandtoasa. Oamenti pleacd in straindtate dacd si numai
daca lucrurile nu merg bine in tara. FEconomia este sandtoasd, dar
oamenii pleacd in straindtate.
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Capitolul 7

Deductia Naturala

In capitolul anterior am discutat cateva notiuni importante care tin de se-
mantica logicii propozitionale:

1. valoarea de adevar a unei formule intr-o atribuire;
2. satisfiabilitate;

3. validitate;

4. echivalenta,;

5. consecinta semantica.

Am vazut ca pentru a stabili, de exemplu, cid douéd formule sunt echivalente,
este necesar un rationament nu foarte complicat, dar totusi un rationament
la nivel semantic (adicd rationament care foloseste notiunile semantice de
valoare de adevir, atribuire etc.). A priori, un astfel de rationament este
propriu oamenilor.

Una dintre preocuparile principale in logica pentru informatica este crearea
de metode mecanice (adicd metode pretabile implementérii pe calculator) pen-
tru rationamentele semantice aferente.

In acest capitol, prezentam o metoda pentru mecanizarea notiunii de
consecinta semanticad. Prin mecanizare a notiunii de consecinta semantica
intelegem o metoda de a demonstra consecinte cu urmatoarele proprietati:

1. sa putem convinge pe cineva sa accepte cia consecinta are loc, fara ca acea
persoana sa fie nevoita sa urmeze un rationament semantic;

2. in particular, fiecare pas al demonstratiei trebuie sa poate fi verificat usor
(mecanic, fard a intelege);
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3. metoda trebuie sa fie precisa, intr-atat de precisa incat rationamentul sa
poata fi verificat de un calculator.

7.1 Secvente

Definitia 83 (Secventd). O secventa este o pereche formata dintr-o multime
de formule {@1,...,pn} si dintr-o formuld ¢, pereche notatd sub forma

{@177@1@}'—@

Formulele ¢1, ..., ¢, si ¢ sunt din multimea LP_ A\, — 1.

Cateodata citim notatia {@1,...,0n} F @ sub forma ¢ este consecinta
sintacticd din {¢1,...,¢n}. Formulele @1,..., ¢, se numesc antecedentii
secventei, iar ¢ consecventul secventei.

De multe ori, vom nota cu I' = {¢1,...,¢,} multimea de antecedenti si
in acest caz vom scrie secventa astfel: I' - ¢. De asemenea, notatia uzuala
in literaturd permite scrierea ¢1,...,p, F ¢ (adica farda acolade) in loc de
{¢1,.--,0n} F ¢, dar trebuie sa tinem cont ci in partea stangd a simbolului
F avem de fapt o multime.

Exemplul 84. Iatd cateva exemple de secvente:
1. {p,a}F (pAQ);

2. {p, (@A)} F (P Va);

8. {(pAa),(PVa}F(pAT).

Mas tarziv vom vedea ca primele doua secvente de matr sus sunt valide,
tar ultima secventa nu este valida.

7.2 Reguli de inferenta

Definitia 85. O regula de inferenta este un tuplu format din:

1. o multime de secvente S1,...,Sy, care se numesc ipotezele regulii;
2. o secventd S care se numeste concluzia regulii;

3. o posibila conditie de aplicare a requlii;

4. un nume.

O regula de inferenta se noteaza in felul urmator:

S ... S,
NUME conditie.

S
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Observatie. FEste posibil ca o requld de inferentd sa aiba n = 0 ipoteze. Astfel
de reguli de inferentd, cu 0 ipoteze, se numesc axiome.

Observatie. De asemenea, este posibil sa lipseasca conditia de aplicare.
Exemplul 86. Iatd citeva exemple de requli de inferenta:
Tho 'k Tk (pAQ)

€1

L'F(eAy), I'F o,

T'H(pny)
/\62 7/
'y

Toate cele trei requli de inferenta de mai sus sunt corecte, intr-un sens pe
care 1l vom defini mai tarziu. Niciuna dintre cele trei requli de mai sus nu
are o conditie atasata. lata si un exemplu de reguld cu n = 0 ipoteze, dar cu
o conditie:

IPOTEZA el
) ?

Iatd un exemplu de o reguld de inferentd incorectd (vom vedea mai tdrziu
in ce sens este incorectd):

FFQ&'
TE(pAg).

Observatie. Pentru a fi precisi, ipotezele regulii de inferentd, precum si con-
cluzia, sunt de fapt scheme de secvente si nu secvente. Acest lucru inseamnd
ca o regula de inferenta are mai multe instante, obtinute prin inlocuirea
variabilelor matematice @, ', T' cu formule concrete. De exemplu, iatd doud
instante ale requlit A\t de mai sus:

REGULA INCORECTA

Ap,atFp  {pa}ta i{p,q7r}F(p/\q) {p,a,r}Fp
{p.atF(PA Q) {p;a,r}F((PAQ) Ap).

In prima instanta, am inlocuit variabila matematica I' cu multimea de
formaule {p,q}, variabila matematicd ¢ cu formula p $i variabila matematicd
¢ cu formula q.

Exercitiul 87. Stabiliti cu ce am inlocuit fiecare variabild in cea de-a doua
instanta.
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Exercitiul 88. Ezplicati de ce urmatoarea requld nu este instantd a regulii
Ni:

. {p,atFp  {pa}Fa
{pa} - (PAP)-

7.3 Sistem deductiv

Definitia 89. Un sistem deductiv este o multime de reguli de inferentd.

Exemplul 90. Fie sistemul deductiv Dy, format din urmatoarele patru requli
de inferenta:

! ' TF¢ TF(eA)
IPOTEZA pel Ni S Nep ———
©, L (pAy), L'k,
TE(pAy)
Nep ——— =
'y

7.4 Demonstratie formala

Definitia 91 (Demonstratie formald). O demonstratie formala intr-un sistem
deductiv este o lista de secvente

n. S,
cu proprietatea ca pentru fiecare 1 < i <mn,

S; este concluzia unei instante a unei requli de inferenta din sis-
temul deductiv care foloseste ca ipoteze doar secvente dintre Sy, ..., S;—1
st conditia regulii este adevdratd (dacd regula de inferentd are
conditie).

Exemplul 92. latd un exemplu de demonstratie formala in sistemul Di
definit mai sus:

1. {p,a} F p; (TPOTEZA)
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2. {p,a}tq; (IPOTEZX )
3. {p,at - (P A Q); (N, 1,2)
4-{p;a} - (@A (pAQ)). (Ai, 2, 3)

Observati ca fiecare linie este adnotata cu numele requlii de inferenta aplicate,
precum si cu liniile la care se gasesc ipotezele necesare aplicarii.

Definitia 93 (Secventa validd). O secventd I' b ¢ este validd intr-un sistem
deductiv D daca exista o demonstratie formala Si,...,S, in D astfel incat
S, =TF¢.

Exemplul 94. Secventa {p,q} b (p A q) este validd in sistemul deductiv
Dy de mai sus, deoarece este ultima secventa din urmdatoarea demonstratie
formala:

1. {p,a} F p; (IPOTEZA)
2. {p,a} Fgq; (IPOTEZX )
3. {pa} k(P A Q). (N, 1, 2)

Observatie. Atentie! Nu confundati notiunea de secventa valida intr-un
sistem deductiv cu notiunea de formula valida.

7.5 Deductia naturala

Deductia naturala este un sistem deductiv pentru LP_ A v — 1. In acest
sistem deductiv, fiecare conector logic are una sau mai multe reguli de intro-
ducere si una sau mai multe reguli de eliminare.

7.5.1 Regulile pentru conjunctii

Am vazut deja regulile de introducere si de eliminare pentru conectorul si:

Thke Tk TH(pA¢) TH(pA¢)
—_ Nep ———— T2 Ney ———7"=
Lk (pA¢), 'k, 'y

Acest sistem deductiv se numeste deductie naturald deoarece regulile de
inferenta mimeaza rationamentul uman:

e Regula de introducere a conectorului si ne indicd ca putem demonstra
o conjunctie (p A ¢’) din antecedentii T' dacd stim deja ca fiecare parte a
conjunctiei, ¢ si respectiv ', sunt consecinte ale formulelor din I'. Cu alte
cuvinte, pentru a arata o conjunctie dintr-un set de ipoteze, este suficient sa
stabilim individual ca fiecare parte a conjunctiei este o consecinta a ipotezelor.
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e Pentru conectorul si avem doua reguli de eliminare. Prima regula de elim-
inare a conectorului si ne indica faptul ca daca am stabilit deja ca o conjunctie
(¢ A ¢') este consecintd a formulelor din multimea I, atunci si partea stangd
a conjunctiei, @, este consecintd a multimii I'. A doua regula este simetrica
fata de prima si ne permite sa concluzionam ca a doua parte a unei conjunctii
este consecinta unei multimi de ipoteze dacd conjunctia este consecinta a
aceleiasi multimi de formule.

Tatd un exemplu de demonstratie formala care utilizeaza regulile de inferenta
pentru conectorul si.

L A{(pAa)rtk (pA ) (IPOTEZX)
2. {(pAaq),r}Fr (IPOTEZA)
3. {(pAa),r}tp; (Aei, 1)
4. {(pAq)r}tF(pAT). (Ai, 3, 2)

Exercitiul 95. Ardtati ca urmadatoarele secvente sunt valide:
L A((pAg) Ar)}E (@A T);

2. {((PAQ) Ax), T’} (r' A q);

3. {(pAa Ar)}tF ((r Ag) Ap).

7.5.2 Regulile pentru implicatii

Regula de eliminare a implicatiei, numita si modus ponens in latina, este una
dintre cele mai importante reguli de inferenta pe care le aplicam:

I'F(p—¢) Thky
— €
I'-y.

Regula ne indica ¢, presupunand ca stim (¢ — ¢’) (din I') si in plus stim
si p (tot din T'), atunci stim si ¢’ (din T).

Tata un exemplu de demonstratie formala care foloseste regula de eliminare
a implicatiei:

L{(p—=1),(Ad}F(PAQ); (IPOTEZX)
2. {p—=r1),PAY}Fp; (Aey, 1)
3. {p—=r1),A}F(p—1); (IPOTEZA)
4. {(p—1),(PAQ}Fr (—e, 3, 2)
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Aceastd demonstratie formald aratd cd secventa {(p — r),(p A q)} F T este
validd, adica faptul cd formula r este o consecinta a formulelor (p — r) si
(p A q). De observat ordinea in care apar liniile 3 si 2 In explicatia liniei 4
(urmeaza aceeasi ordine cu regula de inferentd).

Exercitiul 96. Ardtati ca urmadtoarele secvente sunt valide:

1. {((pAq) = 1),p,q} Fr;

2. {(p =~ 1),p,a} F (QAT).

Regula de introducere a implicatiei este mai subtila. Pentru a arata ca o
implicatie (¢ — ¢') decurge din T, presupunem ¢ (in plus fata de I') si ardtam
¢’. Cu alte cuvinte, in ipoteza regulii, adaugam formula ¢ la formulele din I'.
Regula poate fi scrisd in doud moduri echivalente, care se deosebesc doar prin
faptul ca prima regula foloseste conventia de notatie referitoare la acoladele
din jurul premiselor unei secvente, in timp ce in a doua regula acoladele care
marcheaza multimea apar explicit:

o Teky CTu{ett-¢
L'k (e — ), L'E(p—¢).

Ce este important de observat si de inteles la regula de introducere a
implicatiei este ca premisele secventei se schimba de la concluzia regulii la
ipoteza regulii. Daca in concluzie avem ca formula (¢ — ¢’) decurge din
T, in ipoteza trebuie si aratdm cd ¢’ decurge din premisele I' U {¢}. Cu
alte cuvinte, la modul intuitiv, pentru a demonstra o implicatie (¢ — ¢'),
presupunem antecedentul ¢ si ardtam consecventul .

Exemplul 97. Sd ardtam cd secventa {} F (p — p) este valida:
1. {p}+p; (TPOTEZA)
2.{}F(—rp. (=i, 1)

Exemplul 98. Sd ardatam cd secventa {(p — q)} F (p — q) este valida. O
demonstratie simplad este:

1. {(p—=>}tF(—q). (IPOTEZX )

O alta demonstratie formald pentru aceeasi secventa, demonstratie putin mas
lunga, este:

1. {(p > a),p}F (p =) (IPOTEZA )

2. {(p — a),p} F p; (IPOTEZA )
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3 {(p = a),p}tFa; (—e 1,2)
4 {lp—= D+ — 9. (=i, 3)

Exemplul 99. Sd ardtam ca secventa {(p — q),(q = )} F (p — ) este
valida:

1. {(p—=a),(a—=1),p}F (p = q) (IPOTEZA)
2. {(p = a),(q = 1),p} Fp; (IPOTEZX )
3. {(p—q)(@—=r1)p}tFg (—e 1,2)
4- {(p = a), (@ = 1),p}F(qa = 1); (IPOTEZA)
5. {(p > q),(a = 1),p}Fr; (—e 4, 3)
6. {(p > a),(@a—=>1)}+(p— 1) (—i,5)

Exercitiul 100. Ardtati cd urmdtoarele secvente sunt valide:
1. {((PAa) =)}k (p = (@ = 1));
2.{p= (@@=} ((pAQ — 1)

7.5.3 Regulile pentru disjunctii

Conectorul sau are doua reguli de introducere:

Vi, ———— Vig ————

L (o1 V p2), L' (p1V p2).
Prima reguld ne indicd c& daci stim ¢ (din T'), atunci stim si (¢1 V p2)
(din T), indiferent de ¢5. Cu alte cuvinte, intuitiv, daca stim 7, stim si

(1 V orice altceva). A doua regula de eliminare este simetrica, pentru partea
dreapta a disjunctiei.

Exemplul 101. Sa aratam ca secventa {(p A q)} F (p V q) este valida:

1. {epAa}tt(PAQ); (IPOTEZA )
2. {(p/\q)} k- p; (/\61, 1)
S {pAa}tr-(pVa). (Viy, 2)

O alta demonstratie formala pentru aceeasi secventa este:
L. {(pAaQ)}F(PAQ); (IPOTEZX )
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2. {(pAa)}Fa; (Nes, 1)
3. {lpAQ}r(pVa). (V21,2)
Exercitiul 102. Ardtati cd secventa {(p A q)} F (r V p) este validd.

Regula de eliminare a disjunctiei este usor mai complicata, fiind o alta
regula in care multimea de antecedenti ale secventelor variaza de la ipoteza
la concluzie:

e PFE(pe1Ver) Toob¢  T,ok¢
Fl—<p'

Prima ipoteza a regulii, I' - (1 V p2), este usor de inteles: pentru a
“elimina” o disjunctie, trebuie si avem o disjunctie printre ipoteze (disjunctie
pe care s o “elimindm”). Ultimele doud ipoteze ale regulii de eliminare a
disjunctiei trebuie intelese intuitiv dupa cum urmeaza. Din prima ipoteza
stim (@1 V ¢2) (din T'); cu alte cuvinte, micar una dintre formulele ¢; si
respectiv o decurge din I'. Ipotezele 2 si 3 ne indicd faptul ca, indiferent
care dintre formulele 1 si respectiv ¢o ar avea loc, in orice caz ¢’ are loc.
Adica daca presupunem ¢ (in plus fatd de T'), ¢’ are loc, iar dac presupunem
2 (in plus fatd de T'), ¢’ tot are loc. Si atunci concluzia ne indica cd ¢’ are
loc indiferent care dintre 7 si respectiv o ar avea loc.

Exemplul 103. Sd ardtam cd secventa {(p V q)} F (q V p) este valida:

1. {(pVa),p}Fp; (IPOTEZA )
2. {(pVa),p}tF (qVp); (Vig, 1)
3. {(pVa),a}taq (IPOTEZA)
4-{(pVa),a}F(aVp); (Vi 3)
5. {pva}tt(pVa); (IPOTEZA)
6. {pVa}tk(aVvp). (Ve, 5,2, 4)

Observati cu atentie modul in care multimea de antecedenti variaza de la
o secventd la alta pe parcursul demonstratiei formale, respectand regulile de
inferenta.

Exercitiul 104. Ardtati cd secventa {(pV q),(p = r),(q — 1)} F r este
valida.

Exercitiul 105. Ardtati ca secventa {(p — r),(q = 1)} F ((pV q) — 1)
este validd.
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7.5.4 Regulile pentru negatii

Regulile pentru introducerea si respectiv eliminarea negatiei vin la pachet cu
o regula pentru eliminarea conectorului L:

T,k L Ty Tk I
;] ———— —-e J_e
Tk —op, TF L, TFo.

-

S& ne readucem aminte ca L este un conector logic 0-ar (de aritate 0),
adica conecteaza 0 formule intre ele. Cu alte cuvinte, conectorul L este de sine
statator o formula. Semantica formulei L este ca este falsa in orice atribuire.
Cu alte cuvinte, L este o contradictie.

Prima regula dintre cele de mai sus, cea de introducere a negatiei, este usor
de explicat intuitiv: cum putem arata ca o formula de forma —¢ decurge din
premisele I'? Presupunem, in plus fatd de premisele T', ca avem ¢ si aratam
cd din T si ¢ decurge o contradictie (T, - L). In acest fel, aratam ca —p
decurge din T.

A doua reguli, pentru eliminarea negatiei, ne indica faptul ca daca atat
o formula ¢, cat si negatia sa, —p, decurg din aceeasi multime de premise I,
atunci din I' decurge si o contradictie, L. Vom vedea ca o multime I' din care
decurge o contradictie este o multime inconsistentd de formule.

A treia reguld indica ca dacd I' este o multime inconsistenta de formule,
atunci orice formula ¢ decurge din I". Aceasta regula este denumita principiul
exploziei (dacd dintr-o multime de premise pot deduce o contradictie, pot
deduce orice) sau ez falso quodlibet (din fals, orice)ﬂ

Nu existd nicio reguld pentru introducerea conectorului L (sau, regula de
eliminare a negatiei se poate considera ca fiind si regula de introducere a lui

1.

Exemplul 106. Sd ardtim ca secventa {p} F ——p este valida:

1. {p,—p} Fp; (TPOTEZA )
2. {p,—p} F —p; (TPOTEZA)
3. {p,—p}F L; (—e, 1, 2)
4. {p} F ——p. (—i, 3)

Exemplul 107. Sd ardtim cd secventa {p, —p} F r este valida:

1. {p,—p} Fp; (TPOTEZA )

1Existd logici care resping acest principiu (de exemplu, logica minimald), dar aceste
logici depasesc cadrul cursului.
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2. {p,—p} F —p; (TPOTEZA)
3. {pv _'p} F L; (_'63 la 2)
4. {p,—p}ttr. (Le, 3)

Exercitiul 108. Ardtati cd urmatoarele secvente sunt valide:

~

AV Y}k a(=pA—g);
2. {(pAQ}tF~(-pV q);
8. {(=pV =9}k =(pAq);
4- {(zp A=)} F =(p Vv q);
5

- A{=(PpVa}F(=pA—q).

7.5.5 Alte reguli

O alta regula utila (in special pentru demonstrarea regulilor derivate — despre
care vom discuta in curdnd), care nu tine de un anumit conector, este regula:

ke

EXTINDERE ————
T, .

Aceasta regula ne indica faptul ca, daca ¢ este consecintd a unei multimi
de formule T, atunci ¢ este consecinta si a multimii I' U {¢'} (indiferent de
¢'). Cu alte cuvinte, putem extinde oricAnd multimea de antecedenti ai unei
secvente valide si obtinem o noua secventa valida.

Exemplul 109. Sd ardtim cd secventa {p,—q,r,(qs Aqs)} F ——p este
valida:

1. {p,—p} Fp; (IPOTEZX )
2. {p,7p} - —p; (IPOTEZA)
3. {p,p}+ L; (—e, 1,2)
4. {p} = —=p; (—i, 3)
5. {p,~q} F ——p; (EXTINDERE, 4)
6. {p,~q,r} F —p; (EXTINDERE, 5)
7. {p,mq,r, (a1 A q2)} F —=—p. (EXTINDERE, 6)
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Toate regulile de mai sus reprezinta deductia naturala pentru o logica
care se numeste logica propozitionald intuitionista. In acest curs, noi studiem
logica propozitionald clasica. Cele doua logici au aceeasi sintaxa, dar seman-
tica este diferita. Logica intuitionista este foarte importanta in informatica,
deoarece demonstratiile formale din aceasta logica sunt intr-o corespondenta
1-la-1 cu programele de calculator. Adica oricarei demonstratii intuitioniste
ii corespunde un program, si oricarui program 1i corespunde o demonstratie
intuitionista. Adica, de fapt, orice demonstratie formala este un program.
Logica intuitionista este un caz de logica constructivd, adica o logica in care
orice demonstratie reprezinta un algoritm de calcul.

Pentru a obtine un sistem deductiv care sa corespunda logicii propozitionale
clasice, cea pe care o studiem, mai avem nevoie de o singura regula:

'k —==gp
T'Foe.

e

Exemplul 110. Sa ardatam ca secventa {(—p — q), 7q} F p este valida:

1. {(=p — @), 79, 7p} - —p; (IPOTEZX )
2. {(=p = q),=q, 7p} F (=p — q); (IPOTEZX )
8. {(=p = q),—q,—p} Fq (—e 2, 1)
4- {(=p = q),~q, 7p} F —q; (IPOTEZA )
5. {(=p — q),—q,~p}F L; (—i, 4, 3)
6. {(=p — q), ~q} - ——p; (i, 5)
7. {(=p = a),~q} Fp. (——e, 6)

Exemplul 111. Sd ardtim ca secventa {} b (p V —p) este validd:

1. {=(pV =p),p}F =(pV —p); (IPOTEZA)
2. {~(pV —p),p} Fp; (IPOTEZX )
3. {=(pV —p),ptF (pV p); (Vi, 2)
4- {=(pV —-p),p}F L; (—e, 1, 3)
5. {=(pV —p)}F —p; (—i, 4)
6. {=(pV-p)}t(pV-p); (Via, 5)
7. {=(pV-p)}t-(pV-p); (IPOTEZA)
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8 {=(pVv-p}rL; (—e, 7, 6)
9. {} F—==(pV —p); (i, 8)
10. {}F (p V —p). (——e, 9)

Exercitiul 112. Ardtati ca umatoarele secvente sunt valide:
1. {=(PAQ}F (7pV —q);
2. {=(=pV -9} (pAq);

8. {=(=pA=q}F(pVa).

7.6 Deductia naturala

Deductia naturala este sistemul deductiv alcatuit din toate regulile din sectiunile
precedente. Iata aici toate regulile:

Tro Iy Tk (pAy)
e /\ -
T (pAy), T TR,
TE(pAy) FF—=¢) Tre o Tooky
Neg —————— —e 7 =
L'y, L'y, L' (e — ),
I+ I+
Vip ———F1 Vig ——— 2
I'E (o1 V2), I'F (o1 V2),
VFF(%WPQ) Dot Lok ¢
e
Ty,
ke TF-p Lok L I L
-e - —— le
Ik L, T'F -, Tk,
. 'y ' ——e
IpoTEZA pel, EXTINDERE ———— —me —————
o o, '

7.7 Reguli derivate

O regula derivatd este o reguld de inferenta care se poate demonstra cu aju-
torul celorlalte reguli din sistem printr-o schema de demonstratie formala. O
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astfel de regula este regula de introducere a dublei negatii:

ke
I'E—=—g.

——

Tata o schema de demonstratie formala pentru regula de introducere a
dublei negatii. Pornim cu ipotezele regulii, iar ultima secventa din demonstratie
trebuie sa fie concluzia regulii.

1. TF oy (ipoteza regulii derivate)
2. T, = F (EXTINDERE, 1)
3. ', —pF —y; (IPOTEZA)
4. T,—pF L; (—e, 2, 3)
5. Tk . (i, 4)

Dupa ce a fost demonstraté (ca mai sus), o regula derivata poate fi folosita
pentru a scurta alte demonstratii, similar cu modul in care scurtam codul prin
scrierea de subprograme (functii) in limbajele de programare. Iata un exemplu
de demonstratie formala care foloseste regula de introducere a dublei negatii:

L {(==p = q),p} F p; (IPOTEZA)
2. {(==p — q),p} F =—p; (=i, 1)
3. {(==p — q),p} F (==p — q); (IPOTEZX)
4. {(=—p — q),p}Fa. (—e, 3,2)

In absenta folosirii regulii derivate, ar trebui sa construim o demonstratie
mai lunga pentru secventa de mai sus:

L {(==p = q),p} F p; (IPOTEZA)
2. {(==p — q),p, 7P} F p; (EXTINDERE, 1)
3. {(==p — a),p, P} F —p; (IPOTEZA)
4. {(=—p — a),p, 7P} F L; (e, 2, 3)
5. {(==p — a),p} F P (—i, 4)
6. {(=p — q),p}F (==p — q); (IPOTEZA)
7. {(==p — q),p}Fa (—e, 6, 5)

Observati ca liniile 1-5 din demontratia mai lunga sunt o instanta a
schemei de demonstratie formala a regulii derivate.
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7.8 Corectitudinea si completitudinea deductiei
naturale

Teorema 113 (Corectitudinea deductiei naturale). Pentru orice multime de
formule T si orice formuld ¢, dacd secventa T+ ¢ este validd, atunci T |= .

Exercitiu: de demonstrat la seminar.

Teorema 114 (Completitudinea deductiei naturale). Pentru orice multime
de formule T' si orice formuld ¢, dacd T' = ¢ atunci secventa T' - ¢ este
valida.

Demonstratia teoremei de completitudine depaseste nivelul cursului.

Observatie. De remarcat ca, folosind teoremele de corectitudine si respectiv
de completitudine, relatia & coincide cu relatia =, desi au definitii cu totul
diferite.

Exercitiul 115. Ardtati, folosind cele doud teoreme de mai sus, ca o multime
{¢1,02,...,pn} de formule este inconsistentd ddacd secventa {¢1,p2,...,pn} F
L este valida.

7.9 Fisa de exercitii

Exercitiul 116. Demonstrati ca (p A r) este consecintd sintacticd din multimea
{((@AT)Aq),(PAP)}-

Exercitiul 117. Ardtati ca urmdatoarele secvente sunt valide:
1. (pAq),rk(pA(rVI));
2. (p—=>(@—=1r)F({(pAQ —1);
3. ((PA—-T) = q),7qpFT;

Exercitiul 118. Terminati jocul de la adresa https: //profs. info. uatc.
ro/ ~stefan. ciobaca/Ind. html. Nu trisati. Se considerd trisat: schim-
barea codului JavaScript, daca altcineva rezolva un nivel in locul dumneav-
oastra, sau daca demonstrati requlile derivate folosind chiar regulile derivate
(intr-un singur pas).

Exercitiul 119. Demonstrati ca urmatoarele reguli sunt derivate:

1. ——i;
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L S —
9. LEM (law of excluded middle): T F (¢ V —p);
I—=pk_L
e PBC ———
3. PBC (proof by contradiction): TF
N o Gl A N N
4. MT (modus tollens): L'k —p.

Exercitiul 120. Demonstrati teorema de corectitudine (prin inductie dupd
numdarul de pasi din demonstratia formald).

Exercitiul 121. Ardtati ca regula ——e poate fi derivatd folosind LEM (i.e.,
puteti folosi LEM in demonstratia formald, dar nu ——e).

Notatie. Putem scrie si o -1 ¢’ in loc de ¢’ = o. Scriem ¢ =+ ¢ ca
prescurtare pentru faptul cd secventele o = @' si o - @' sunt valide.

Exercitiul 122. Demonstrati, apeland la teoremele de corectitudine si com-
pletitudine, ca w1 1 @o dacd si numai dacd p1 = @a.
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Capitolul 8

Forme normale

Pana acum am discutat despre sintaxa si semantica logicii propozitionale, iar
in ultimul capitol am abordat o prima metoda de mecanizare a demonstratiilor
formale, si anume deductia naturald.

Una dintre preocuparile importante in Logica este demonstrarea automata,
adica cdutarea automatd de demonstratii formale de catre un calculator pentru
0 anumitd conjecturd,/teorems.

Deductia naturald este un sistem deductiv care are anumite calitati (de
exemplu, demonstratiile formale pot fi verificate si intelese usor in principiu),
dar performanta demonstratoarelor automate care folosesc deductia naturala
lasa de dorit in practica.

Din acest motiv, vom studia un alt sistem deductiv, numit rezolutie, si care
permite implementari eficiente in practica, desi demonstratiile prin rezolutie
nu sunt atat de elegante ca demonstratiile prin deductie naturala.

Spre deosebire de deductia naturala, care lucreaza cu formule oarecare,
rezolutia este limitata la formule care au o anumita formd, numita forma
normald clauzald. Scopul acestui capitol este studiul acestei forme normale.

8.1 Notatii

In practicd, cand scriem formule din LP, nu scriem parantezele decat dacs
este strict necesar.

La fel cum dacd scriem 5 x —3 + 2 intelegem (5 x (—3)) + 2, la fel in loc
de p A =q V r vom intelege ((p A —q) V r). In acest sens, negatia — este
operatorul cu prioritatea cea mai mare, urmat de A si apoi urmat de V.
Putem tine minte aceasta conventie asociind:

1. = cu minusul unar;
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2. A cu Inmultirea si
3. V cu adunarea.

Mai mult, operatorii A si V sunt asociativi si comutativi. Din acest motiv,
permitem scrierea p A q A r inloc de ((p Aq) Ar) sau (p A (9 A 1)).

In continuare, vom permite scrierea de formule fara paranteze, respectand
urmatoarea ordine de prioritate a conectorilor logici:

1, NAV,—, .
De exemplu, prin sirul de simboluri
——pVLAp—=-PpAg<q
intelegem formula
(((==pV (L AP)) = (P A Q) ¢ ).

De asemenea, vom nota ((p1 V ¢2) V p3) cu o1 V 2 V 3 (adicd intr-o
secventd de V-uri se face asocierea la stanga).

De asemenea, vom nota ((p1 A ¢2) A p3) cu o1 A p2 A 3 (adicd intr-o
secventd de A-uri se face asocierea la stanga).

Exemplul 123. Scrierea
PAQATV pA g —r
reprezinta formula
((PAQ) A1)V ((mp A —q) A 7).
Exemplul 124. Scrierea
Pt A P2 Ap3 Apa

reprezinta formula
(((P1 Ap2) Aps) Apa).

Exemplul 125. Scrierea

P1VPp2VpsVps

reprezinta formula
(((P1 V p2) Vp3) V pa).

Partea I - Logica propozitionala 70 Note de curs - de listat color



Logica pentru informatica 2024-2025 Universitatea Alexandru Ioan Cuza

8.2 Teorema de Inlocuire

Prezentam o teorema pe care am utilizat-o implicit pana acum:

Teorema 126 (Teorema de Inlocuire). Fie o, doud formule astfel incdt
o = ¢. Fie ¢1 o formuld care contine @ ca subformuld. Fie ps formula
obtinutd din @1 prin inlocuirea unei aparitii a formulei @ cu .

Atunci o1 = pa.

Cu alte cuvinte, relatia = este o congruentd.

Exemplul 127. Fie p =p si ¢’ = ——p.

Fie p1 = (pV q) sip2=(——pVQq).

Prin teorema de inlocuire, obtinem p1 = po. Cu alte cuvinte, prin inlocuirea
unei subformule cu una echivalentd, noua formula este echivalentd cu formula
initiala.

8.3 Literal

Definitia 128 (Literal). O formuld ¢ se numeste literal daca existd o vari-
abild propozitionala a € A astfel incat

p=a sau p = a.

Exemplul 129. De exemplu, formulele p,q, —p, —=p’,q1 sunt literali, dar for-
mulele (p V' q), =—p, 7—=q1, (p A q) nu sunt literali.

8.4 Clauza

Definitia 130. O formula ¢ se numeste clauza daca exista n > 1 literali
©1,--.,pn astfel incdt

p=p1 Vs V...V,
Cu alte cuvinte, o clauza este o disjunctie de literali.
Exemplul 131. Urmatoarele formule sunt clauze:
1. pVqVry
2. pVqV or;
3. = pV qV —r;

4. 7p1 VPp1 VpaV—qV —ry
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J. (_‘Pl vpl);
6. —p1 (n = 1)
7.p (n=1).

Urmatoarele formule nu sunt clauze:

1. pAT; (conjunctie in loc de disjunctie)
2. pV-qV or; (nu e disjunctie de literali)
3. —=—pVpA —p;. (apare ==, deci nu avem literali; apare )

Observatie. Definitia[I30] mentioneazd explicit ca numdarul de literali n este
> 1. Totusi, pentru cazul particular n = 0 literali, obtinem o clauza spe-
ciald numitd clauza vida, care are o notatie dedicata: 0. Consideram ca O
reprezintd o formuld nesatisfiabild (din punct de vedere semantic, clauza vida
este echivalentd cu L ). Aceastd clauzd vidd va fi utilizata mai tarziu intr-un
capitol in care discutam despre rezolutie in logica propozitionald.

8.5 Forma Normala Conjunctiva

Definitia 132 (FNC). O formuld ¢ este in FNC daca exista n > 1 clauze
P1, .-, pn astfel incat

p=p1 NP2 N ... N\ @p.

Cu alte cuvinte, o formula in FNC este o conjunctie de disjunctii de literali.
Sau: o formula in FNC este o conjunctie de clauze. FNC se mai numeste si
forma normala clauzala.

Exemplul 133. Urmdatoarele formule sunt in FNC:
1. ((pVQ A(xV-pVI)A(-pV r);

“pA(xV-pVr)A-r;

—“pAT AN —r;

—ps

AR N R

P-

Urmatoarele formule nu sunt in FNC:
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1. 2(=pVa A(rV-pVr)A(—pV r); (prima clauzd are
conectorul — in fatd)

2. . pA—=(rV-pVTr); (a doua clauzd are — in fata)

3 pV(rA-pATL); (conectorul principal e disjunctia, in loc de
conjunctie)

4. —7p; (apare ==, deci nu avem literali)

5 (pV (aA1)). (disjunctie de conjunctii, nu conjunctie de disjunctii de
literali)

8.6 Aducerea unei formule in FNC

Teorema 134 (Teorema de aducere a unei formule in FNC). Pentru orice
formuld @, existd o formuld ¢', aflatd in FNC, astfel incit ¢ = ¢'.

Demonstratie: [Schitd de demonstratie]
Prin aplicarea repetata a teoremei de inlocuire, folosind urmatoarele echivalente:

L (o1 <> 2) = ((p1 = @2) A (02 = ¢1));

2. (1 = p2) = (1 V 92);

(1 V (L2 Ap3)) = ((p1 V o2) A (01 V 93));
((p2 A p3) V1) = ((p2 V1) A (w3 V 01));
5. (1 V (w2 Vp3)) = ((p1V p2) V p3);

6. (1 A (P2 Ap3)) = ((p1 A p2) A ps);

Ll

7. 2 (p1 V p2) = (mp1 A m2);
8. =(p1 A p2) = (mp1 V —p2);

Primele doua echivalente asigura faptul ca din formula dispar toate implicatiile
si dublele implicatii.

Echivalentele 3 si 4 asigura ca in arborele formulei toate disjunctiile coboara
sub conjunctii.

Echivalentele 5 si 6 asigura asociativitatea lanturilor de disjunctii si re-
spectiv de conjunctii (astfel incat s punem scrie o1 V 92 V @3 V...V @, in

loc de ((((p1 V 2) Vps) V.. Vpn).
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Echivalentele 7 si 8 asigurd faptul ca negatiile ajung sub conjunctii si
disjunctii in arborele formulei.

Ultima echivalenta asigura ca nu exista doua negatii una sub alta in ar-
borele de sintaxa abstracta.

Aplicarea echivalentelor de mai sus se opreste (nu se pot aplica la infinit
— de ce?).

Rezultatul va fi o formula in care conjunctiile sunt deasupra disjunctiilor,
care la randul lor sunt deasupra eventualelor negatii in arborele abstract de
sintaxa, adica o formula in FNC. q.e.d.

Exemplul 135. Sa aducem formula ((—p — —q) <> (q — p)) in FNC:

e e e = e [l fll=

Il 1l

((=p — —q) <> (@ — p))

((=p = —q) = (@—=p)) A ((@a = p) = (-p = —9))

((==pV =9) = (=qVp) A((=qVp) = (—==pV q))

(=(==pV =9) V(=qVp))A(=(=qVp)V (=-pVq))

((===p A ==q) V (=qV p)) A ((m=g A =p) V (==p V —q))

((kpAQ) V(=qVp))A((@aA—p)V(pV q))
((kpV(maVp)A@V(maVp))A(aV(V-a)A(-pV(pV—q))
(((kpVv =) V) A((aV =q) V) A(((@VPp) Va9 A((=pVp)Vq))
((kpV=qVpP)A(QV=q9VP)A((@VPV =9 A(-pVpVq))
((((kpV =qVP)A(QV=qVP))A(QVPV —9)A(-pVpVq))
(=pV=qVp)A(QV=qVp)A(qQVPpV =g A(-pVpV q).

8.7 Forma Normala Disjunctiva

Definitia 136 (FND). O formuld este in FND dacd este o disjunctie de
conjunctit de literali.

Exemplul 137. Urmdatoarele formule sunt in FND:

1.

(-pAQ V(tA-pATL)V (-pA-r);

2. . pV(A—-pAT)V
3. pVrV r;

4
5

. p.

)

Urmatoarele formule nu sunt in FND:
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“(=pAQq) V(r A=pAT)V (7p A —r);
(=pV =(r A—p AT'));
—=pA(xV-pVr);

e v o~

—p;

5 (pA(qVr)).

Exercitiul 138. FEnuntati si schitati demonstratia teoremei de aducere in
FND.

8.8 Legatura dintre FNC si FND

Definitia 139. Complementul unei formule ¢ € LP_ A\ se noteazd ¢° si
este definit astfel:
1. a® = —a, pentru orice a € A;
2. (=) = @, pentru orice ¢ € LIP;
3. (p1 A p2)° = (01°V 92°), pentru orice @1, ps € LIP;
4. (01 V 92)° = (p1° A p2°), pentru orice 1,2 € LIP.
Exemplul 140. Iata cateva exemple de calcul pentru functia complement:
1. (—p)°¢ = p (atentie, complementul lui —p nu este =—p);
2. (7(=p AQV(r A—p AT )V(-p A -1))¢ =
(7P AQA(-r VPV ' )A(p V T);
3. (((pVA(rV-pVr)A(-pV )=
(PA—q) V(orApA—T)V (pPAT).

Teorema 141 (Complementul este echivalent cu negatia). Pentru orice for-
mula ¢ € LP- A v, avem ca

¢ = .
Exercitiul 142. Demonstrati teorema de mai sus prin inductie structurald.
Exemplul 143. (p A (qV =)= (—pV (—gA 1)) ==(pA(qV —r)).

Teorema 144 (Legatura dintre FNC si FND). Dacd @1 este o formuld in
FNC si o o formuld in FND, atunci

p1¢ este in FND

St
w2 este in FNC.
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8.9 Fisa de exercitii

Exercitiul 145. Exprimati cu cat mai putine paranteze urmatoarele formule:
L((pA—9)AT); 2. ((PV—9Ar); 3 =((pV 9 AT).

Exercitiul 146. Scrieti arborele abstract pentru urmatoarele formule, avand
grija sa le parantezati conform ordinii de prioritate a operatorilor:

I.pAqVr; 2 -pA-qV-or; 3pA-qVr; 4 -pA-(qVr);
5.pV-pA-(qVr).

Exercitiul 147. Aduceti urmatoarele formule in FNC:

1. ((pAq) Vr);

2. ((pVa)Ar);

3. 2((pVaq) Ar);

4. ~((PAq) Vr);

5. ((PAQ)V (mpA—q));
6. (pA(aAT))V p);
7. 2(=(pAQ V(pPVa);
8 (=(pAq) = (—p A q));
9. (p <> (@—=(=p A —9)));
10. ((p—q) <> (mq— —p));

11. (p1 A q1) V(P2 A Q) Voot V (Pa A an) (rezolvati intdi pentrun = 2 si
n = 3, apoi penlru un n oarecare);

Exercitiul 148. Calculati o FNC pentru formula pV q — p A - (atentie
la ordinea operatorilor).

Exercitiul 149. Calculati complementul formulelor aflate in FNC' calculate
mai Sus.
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Capitolul 9

Rezolutie 1n logica
propozitionala

Deductia naturala este un sistem deductiv care este apropiat de rationamentul
uman.
Totusi, un dezavantaj al deductiei naturale este ca, dandu-se o secventa

¢1a§027"'a@nF@;

este dificil pentru un calculator sa construiascd o demonstratie formala a
secventei (i.e., nu este deosebit de eficient) din cauza numéarului potential
mare de reguli de inferenta care se pot aplica la fiecare pas.

Rezolutia este un sistem deductiv, la fel ca deductia naturala, dar este opti-
mizat pentru calculatoare si nu pentru oameni. In particular, este usor pentru
un calculator si gaseascd demonstratii prin rezolutie (cel putin, mai usor decét
sd gaseascd demonstratii prin deductie naturald). Totusi, demonstratiile for-
male prin rezolutie nu seamana foarte mult cu gandirea umana. Exista limbaje
de programare (Prolog) care folosesc o varianta a rezolutiei ca pas de baza
pentru executie.

Spre deosebire de deductia naturala, rezolutia lucreaza doar cu clauze
in loc de formule oarecare. De asemenea, spre deosebire de deductia nat-
urala, rezolutia este un sistem prin care se demonstreaza nu consecinte, ci
nesatisfiabilitatea unor formule.

9.1 Clauze ca multimi de literali
Stim despre disjunctie ca este:

7
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1. asociativa: pentru orice o1, @2, p3 € LP,
(1 V (P2 V @3)) = ((01 V 92) V p3);
2. comutativa: pentru orice @1, 2 € LP,
(1 V @2) = (92 V 1);
3. idempotenta: pentru orice ¢ € LP, (¢ V ) = .
Exercitiul 150. Demonstrati cele trei echivalente de mai sus.

Echivalentele de mai sus ne asigura ca clauzelep Vp VpV —qV =g, p V —q,
—q V p V —q V p sunt echivalente. Asociativitatea, comutativitatea si idempotenta
disjunctiilor justifica folosirea urmaitoarei notatii:

Notatie. Pentru orice literali o1, ..., pn, folosim
{(,01, (2 P 9071}
ca o notatie pentru clauza
p1VaV ... Vo,
Altfel spus, o clauza este reprezentata prin multimea literalilor sai.

Exemplul 151. Clauzap V q V —r este reprezentatd de multimea {p,q, 7r}.
Aceastd multime de literali, { p, q, =t }, mai reprezintd si urmdtoarele clauze:

1. qVpV —r;
2.qVpV rVp;

3. pVaqVpV rVp;
4. etc.

(Datoritd faptului cd disjunctia este asociativd, comutativd si idempotentd,
toate aceste formule sunt echivalente.)

Observatie. Atentie! O multime de literali reprezinta mai multe clauze, dar
toate aceste clauze sunt echivalente.

Exercitiul 152. Asigurati-va ca ati inteles notatiile de mai sus si cd puteti
trece de la o notatie la cealaltd usor.
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Observatie. In continuare, vom permite un mic abuz de limbaj si vom spune
clauza unei multimi de literali.

De asemenea, vom permite folosirea clauzelor vazute ca multimi de liter-
ali in loc de formule, atunci cand nu este relevant la care dintre formulele
reprezentate de multimea de literali ne referim.

De exemplu, folosind abuzul de limbaj explicat mai sus, avem faptul ca
clauza { p, —p } este validd. De ce? Deoarece orice formuld reprezentatd de
clauza { p, =p } (de exemplu, (p V —p) sau ((p V —p) V p)) este adevdratd
in orice atribuire.

Observatie. Amintim cd notatia O se numeste clauza vida si reprezintd cazul
particular al unei disjunctii de 0 literali, asadar reprezintd orice contradictie.

9.2 FNC-urile ca multimi de clauze

Similar cu disjunctia, conjunctia satisface si ea urmatoarele proprietati:
1. asociativitate: pentru orice 1, @2, 3 € LP,
(1 A (b2 A p3)) = ((01 A p2) A ps);
2. comutativitate: pentru orice 1, o € LP,
(1 A p2) = (02 A 1)
3. idempotentd: pentru orice p € LP, (¢ A ¢) = .
Exercitiul 153. Demonstrati cele trei echivalente de mai sus.
Cele trei echivalente de mai sus justifica urmatoarea notatie:

Notatie. Formula de mai jos aflata in FNC

(7 WANAVAN "7

poate fi reprezentatd ca o multimea de clauze:

{01, on}.

De exemplu, scriem {p V —q,q V r Vp}tinlocde (pV =q) A (qV £V p).

Combinand aceastd notatie cu faptul ca disjunctiile/clauzele pot fi scrise
la randul lor ca multimi de literali, formula (p V —q) A (q V r V p) poate fi
scrisa astfel: {{p,nq},{q,r,p}}. Practic, o formuld in FNC poate fi repre-
zentata ca o multime de multimi de literali.

Exercitiul 154. Scrieti formula (p VvV q) aflaté in FNC ca o multime de
multimi de literali.
Serieti formula (p A q) aflatd in FNC ca o multime de multimi de literali.
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9.3 Rezolutia

Rezolutia este un sistem deductiv cu o singura regula de inferenta. Ipotezele
si concluzia regulii de inferentd sunt clauze, vazute ca multimi de literali (la
deductia naturald, ipotezele si concluzia erau secvente).

Singura regula de inferenta din sistemul deductiv al rezolutiei este:

. CuU{a} DU{—a}
REZOLUTIE BINARA .
‘ cCuD
In regula de mai sus, C si D sunt clauze oarecare, vazute ca multimi de
literali, si a € A este o variabila propozitionala oarecare. Din moment ce C'
este o clauzd si a € A este o variabild propozitionald, avem c& C U {a} este de
asemenea o clauzd. Clauza C' U {a} este prima ipoteza a regulii de inferenta.
A doua ipoteza este clauza D U {—a}. Concluzia regulii este tot o clauzi,
si anume C'U D.
Tata un exemplu de aplicare a regulii de rezolutie:

1. {p,a}; (premisi)
2. {-p, )k (premisd)
3. {q,—r} (prin R.B., liniile 1, 2, a = p)

Definitia 155. Clauza CUD rezultata in urma aplicarii rezolutiei se numeste
rezolvent al clauzelor C U{a} si DU {—a}.

Rezolventul a doud clauze nu este unic. De exemplu, clauzele {p,q} si
{=p, mq,r} au doi rezolventi: {p,—p,r} si {q,q,r}. Putem distinge intre
rezolventi prin marcarea explicitd a wvariabilei propozitionale a pe care am
folosit-o pentru a aplica regula de rezolutie:

Definitia 156. Clauza CUD rezultatd in urma aplicarii rezolutiei se numeste
rezolvent al clauzelor C' U {a} si DU {—a} dupd/in functie de literalul a.

De exemplu, {p, —p, r} este rezolventul dupi q al clauzelor {p, q} si {—p, 7q,r},
in timp ce {q, —q, r} este rezolventul lor in functie de p.

Observatie. Observati ca aplicarea unei requli de inferentd este foarte rigidda,
requla trebuind aplicata exact asa cum este scrisa. De exemplu, o greseala
frecventa in aplicarea regulii este urmdatoarea:

1. {p,q,1}; (premisa)

2. {-p,q}; (premisd)
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3. {r}. (aplicare gresita a regulii de rezolutie binard)

Pe linia 3, putem concluziona sau rezolventul dupa p sau dupd q, dar nu
are sens sa amestecam cei doi rezolventi, dupd p si q. Asigurati-va cd ati
inteles acest aspect.

lata prima variantd corecta:

1. {p,q,r}; (premisd)
2. {-p,—q}; (premisd)
3. {q,r,q}; (rezolvent al 1, 2 dupd a =p)

st tatd a doua variantd corecta:

1. {p,q,r}; (premisa)
2. {=p,—q}; (premisa)
3. {p,r,—p}. (rezolvent al 1, 2 dupd a = q)

9.4 Demonstratii formale

Similar deductiei naturale,

Definitia 157. O demonstratie formala a clauzei ¢ din multimea de clauze

V1,92, ,pn este o lista de clauze ¥1,vYs, ..., Yy astfel incat, pentru orice
1 <1< m:

b ﬁ“/fz 6{5017"'790774};

o fie y; este rezolventul a doud clauze 1; st 1y, care apar mai devreme in
demonstratia formala: 1 < j, k < i.

Mai mult, 1, trebuie sa fie aceeasi formuld cu p.

Clauzele ¢1,...,¢@, se numesc premisele demonstratiei formale si ¢ se
numeste concluzia demonstratiei formale.

Exemplul 158. Iatd un exemplu de demonstratie a clauzei {p, q} din clauzele
{—z,p, '}, {r,p} si {r’, q} prin rezolutie:

1. {—z,p,r'}; (premisd)
2. {r,p}; (premisa)
3. {r’,—a}; (premisd)
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4- {p, o'} (RB., 2 1,a=1)
5. {p, ~q}. (R.B., 3, 4,a=1")

Cateodatd spunem derivare (prin rezolutie) a clauzei ¢ in loc de demonstratie
formala prin rezolutie a clauzei .

Exemplul 159. Iatd o derivare a clauzei vide din {p, —q},q, —p:

1. {p,—a}; (premisd)
2. {a}; (premisd)
3. {—p} (premisd)
4. {p}; (R.B., 2, 1,a=q)
5. 0. (R.B., 4, 3,a=p)

Definitia 160 (Respingere). O derivare a clauzei O din @1, ..., o, mai este
numita si respingere a multimii de clauze ¢1,..., p,.

Exercitiul 161. Pornind cu aceleasi premise ca mai sus, gasiti o alta derivare
prin rezolutie a clauzer [J.

9.5 Corectitudine

Ca si deductia naturald, rezolutia este corectd. In aceasta sectiune aratam
acest lucru.

Lema 162. Fie p € {¢1,...,¢n}. Atunci p1,...,pn E .
Exercitiul 163. Demonstrati Lema [167

Lema 164. Fie C,D doua clauze si fie a € A o variabild propozitionald.
Avem ca

CuU{a},DU{~a} ECUD.
Exercitiul 165. Demonstrati Lema|164)

Teorema 166 (Corectitudinea rezolutiei). Dacd exista o demonstratie prin
rezolutie a clauzei @ din @1, ..., pn, atunci 1,...,pn E p.
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Demonstratie: Fie v¢y,...,%,, o demonstratie prin rezolutie a clauzei ¢
din ©1,...,¢n.
Vom aréta prin inductie dupd i € {1,2,...,m} ca
<p1’"'7<pn ':wl'
Fie i € {1,2,...,m} un intreg. Avem prin ipoteza de inductie ca

©1,- -, n = U pentru orice I € {1,2,...,i— 1}

si aratam ca
¢17"'7<pn ':wZ'

Prin definitia unei demonstratii formale prin rezolutie, trebuie sa fim in
unul dintre urmatoarele doua cazuri:

1. ¥ €{p1,...,pn} In acest caz avem ci

P11y Pn ):wl
prin Lema [162] ceea ce e exact ce trebuia sa aratam.

2. ; a fost obtinuta prin rezolutie din v;, 9y, unde 1 < 5,k < 1. In acest
caz, 1; trebuie sa fie de forma ¢; = C'U{a}, ¢ trebuie sa fie de forma
Y = DU{—a} si ¢, = CU D, unde C, D sunt clauze si a € A este o
variabila propozitionala.

Prin ipoteza de inductie avem ci ¢1,..., ¢, =1, sicd ¢1,..., ¢, = Ys.
Inlocuind 4; si 4 cu ¢p; = C U {a} si ¥ = D U {—a}, avem ci

©1,--,0n E CU{a}

sica

©1,-- o E DU{—a}.

Ardtdm ca
©1,-- o0 ECUD.

Fie 7 un model pentru ¢1, ..., si ¢,,. Avem c& 7 este model al C' U {a}
si al DU{—a} datorita celor doud consecinte semantice de mai sus. Din
Lema avem ca 7 este model al clauzei C' U D. Dar ¢; = C U D si
deci 7 este model al v;. Deoarece 7 era un model arbitrar pentru ¢,
..., sl p,, avem ca

Pls---3Pn ':wlv

care este fix ce trebuia sa aratam.
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In ambele cazuri, am aratat ca

9013"'790774):’@[]72

pentru orice 1 <4 < m. Deoarece 1, ..., %, este o demonstratie pentru ¢,
avem v, = ¢ si deci, pentru ¢ = m, obtinem

1,500 E 0,

concluzia teoremei.
q.e.d.

9.6 Completitudine

Un sistem deductiv trebuie sa fie corect pentru a fi folositor (altfel, ne-ar
permite si demonstram ceva fals).

Totusi, este bine ca un sistem deductiv sa fie si complet, adica sa ne
permita si demonstram formal orice este adevarat.

Din péacate, rezolutia nu este completd, dupa cum ne aratd urmatorul
contraexemplu:

Teorema 167 (Rezolutia este incompletd). Ewxistd clauzele 1, ..., ¢n, p ast-
fel incat

@17"'7@n ':SO’
dar nu exista nicio demonstratie prin rezolutie a clauzei ¢ din @1,...,Qn.-

Demonstratie: Fien =2, o1 =p, 92 =qsi ¢ = {p,q}. Avem ca {p,q} E
, dar nu exista nicio modalitate de a continua urmatoarea demonstratie prin
rezolutie:

L {p} (premisa)
2. {q}; (premisa)
3. ...

deoarece nu apare niciun literal negativ. Deci, doar p si q pot fi derivate prin
rezolutie din p, q. q.e.d.
Totusi, rezolutia se bucura de o forma de completitudine mai slaba:

Teorema 168 (Completitudine pentru respingeri). Dacd formula in FNC
V1A ... ANy, este nesatisfiabild, atunci exista o derivare prin rezolutie a clauzei
vide (O) pornind de la clauzele v1, 2, ..., On-
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Practic, teorema ne asigura doar faptul c& pentru orice formuld (in FNC)
nesatisfiabila vom gasi o respingere, adica o demonstratie formala prin rezolutie
a clauzei vide. Demonstratia teoremei depaseste cadrul cursului, dar nu este
foarte complicata si recomandam cititorului s& o abordeze sub forma unui
exercitiu.

9.7 Demonstrarea validitatii si consecintelor se-
mantice folosind rezolutia

Putem folosi corectitudinea si teorema de completitudine slaba a rezolutiei
pentru a construi un algoritm pentru testarea validitatii si respectiv a consecintelor
logice.

Demonstrarea validitatii ITatd un exemplu de testarea a validitatii for-

mulei ((p V q) — (qV p)).
In primul rand, stim ca:

Teorema 169. O formula ¢ este valida ddaca negatia sa, —p, este o contradictie.
Exercitiul 170. Demonstrati teorema de mai sus.

De aceea, stabilirea validitdtii formulei ((p vV q) — (q V p)) este echiva-
lentd cu stabilirea nesatisfiabilitatii formulei =((p V q) — (q V p)).

O formuld este satisfiabila ddaca forma normald conjunctiva (FNC) a aces-
teia este satisfiabila.

Sa calculdm o FNC a formulei —=((p V q) — (q V p)):

—((pVa —(qVvp) = =(=(pVa V(aVp))
(m=(pVa A-(qVp))
= (PVa) A—gA —p.

Am ajuns la o FNC. Pornind cu clauzele formulei aflate in FNC, gasim o
derivare pentru U prin rezolutie:

L {p,a}; (premisa)
2. {—q}; (premisd)
3. {—p} (premisé)
4. {p}; (RB.,, 1,2, a=q)
5. O. (R.B., 4,3, a=0p)
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Putem rationa in continuare prin aplicarea urmatorului corolar al teoremei
de corectitudine:

Corolarul 171. DacaO este derivabila prin rezolutie pornind de la o1, . . ., on,

atunci multimea de clauze {p1,...,pn} este inconsistentd.

Demonstratie: Prin teorema de corectitudine, avem ca ¢1,...p, = O.
Presupunem prin reducere la absurd c& {¢1,..., ¢} este consistentd; atunci

exista o atribuire 7 : A — B astfel incat %(@1) =...= %(gon> = 1. Din

moment ce @1, ...p, E O, avem c& 7( ) = 1. Dar, prin definitie, nu exista o

astfel de atribuire (care face clauza O adeviratd), si deci presupunerea noastra
trebuie sa fi fost falsa. Deci {¢1,..., ¢} nu este consistenta. q.e.d.

Continuand exemplul, multimea noastra de clauze este neconsistenta, ceea
ce inseamna ca —((p V q) — (q V p)) este nesatisfiabila, si deci formula

((pVa) = (aVp))
este validd (ceea ce trebuia si artim).

Verificarea consecintelor semantice Cum putem folosi rezolutia pentru

a arata ca o1,...,on F @7
Folosim urmatoarea teorema, care reduce consecinta logica la validitate:

Teorema 172. Fie v1,...,pn, @ orice formule propozitionale. Avem ca

(1017"'73077,):@

ddaca
OIN . Npp—rp

este valida.
Exercitiul 173. Demonstrati teorema de mai sus.

Pentru a arata folosind rezolutia ca o consecinta semantica are loc, intai
aplicam teorema de mai sus, si apoi aplicam metoda pentru demonstrarea
validitatii prin rezolutie.

9.8 Fisa de exercitii
Exercitiul 174. Folosind rezolutia, aratati ca urmatoarele formule sunt valide:
L ((pAa) = (pVa);
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2. (p = (@ —p));
3. ((p = a) = (—q — —p));

Exercitiul 175. Folosind rezolutia, aratati ca urmdatoarele consecinte seman-
tice au loc:

L. pE(PVay;
2. (A9 E(PVa);
3 ((pAq) — 1) (p— (@—r1));

4 p—=p)@—=d)E{(pAd — (P V))
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